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1 Repetition: Polarkoordinaten

Bei kreisförmigen Gebieten ist es oft sinnvoll, statt kartesischer Koordinaten (x, y) Polar-
koordinaten (r, θ) zu verwenden. Dabei gilt

x = r cos(θ), y = r sin(θ),

mit

r ≥ 0, 0 ≤ θ < 2π.

Dabei beschreibt r den Abstand vom Ursprung und θ den Winkel.

Laplace-Operator in Polarkoordinaten

In kartesischen Koordinaten gilt in zwei Raumdimensionen

∆u = uxx + uyy.

In Polarkoordinaten hat der Laplace-Operator für r > 0 die Form

∆u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ

Diese Darstellung ist insbesondere bei kreisförmigen Geometrien, beispielsweise bei einer
Temperaturverteilung auf einer Scheibe, besonders nützlich.



2 Summenansatz und Produktansatz

Eine Möglichkeit zur Lösung partieller Differentialgleichungen besteht darin, eine spezielle
Form der Lösung anzunehmen. Dadurch kann die PDE unter günstigen Bedingungen auf
gewöhnliche Differentialgleichungen reduziert werden.

Summenansatz

Beim Summenansatz nimmt man an, dass die Lösung die Form

u(t, x) = T (t) +X(x)

besitzt.
Dann gilt beispielsweise

ut = T ′(t), uxx = X ′′(x).

Nach dem Einsetzen in die PDE versucht man, die Abhängigkeit von t und x zu trennen.

Produktansatz

Beim Produktansatz nimmt man an, dass die Lösung die Form

u(t, x) = T (t)X(x)

besitzt.
Dann gilt beispielsweise

ut = T ′(t)X(x), uxx = T (t)X ′′(x).

Nach dem Einsetzen in die PDE versucht man wiederum, die Variablen zu trennen. Ty-
pischerweise erhält man eine Gleichung der Form

Ausdruck nur in t = Ausdruck nur in x.

Da beide Seiten von verschiedenen unabhängigen Variablen abhängen, müssen sie konstant
sein. Man setzt daher

Ausdruck in t = Ausdruck in x = k

mit einer Separationskonstanten k.

Notation. Zur besseren Unterscheidung der Funktionen von den Variablen verwende
ich gerne die Notation



X(x) ≡ A(x), T (t) ≡ B(t).

Damit schreiben wir den Summenansatz als

u(t, x) = A(x) +B(t)

und den Produktansatz als
u(t, x) = A(x)B(t).

Hinweis. Nicht jeder Ansatz muss zu einer nichttrivialen Lösung führen. Scheitert ein
Summen- oder Produktansatz, bedeutet dies nicht automatisch, dass das ursprüngliche
Anfangs-Randwertproblem keine Lösung besitzt. In diesem Fall muss ein anderer geeig-
neter Ansatz gewählt werden, der möglicherweise zu einer nichttrivialen Lösung führt.

Moodle-Quiz 3: Summenansatz und Produktansatz

Betrachte die PDE
ut − sin(x)uxx = 0.

Aufgabe 1: Summenansatz Wähle zunächst den Summenansatz

u(t, x) = T (t) +X(x).

Welche Gleichung erhält man durch Einsetzen in die PDE?



Aufgabe 2: Produktansatz Wähle nun den Produktansatz

u(t, x) = T (t)X(x),

wobei T (t) ̸= 0 und X(x) ̸= 0.
Welche der folgenden Gleichungen erhält man nach Variablentrennung?

□
T ′(t)

T (t)
= sin(x)

X ′′(x)

X(x)

□
T ′(t)

X(x)
= sin(x)

X ′′(x)

T (t)

□
T ′(t)

T (t)
= sin(x)

X(x)

X ′′(x)

□
T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

sin(x)X(x)

Aufgabe 3: Verständnisfrage - Wahr oder falsch? Wenn der Summenansatz für ein
gegebenes Anfangs-Randwertproblem nur zur trivialen Lösung führt, besitzt das Anfangs-
Randwertproblem keine nichttriviale Lösung.

□ Wahr □ Falsch



3 Wärmeleitungsgleichung mit gemischten Randbedin-

gungen

Wir betrachten das Anfangs-Randwertproblem⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ut − 4uxx = 0, t > 0, 0 < x < 1,

u(t, 0) = 0, t > 0,

ux(t, 1) = 0, t > 0,

u(0, x) = sin
(︂πx

2

)︂
− 5 sin

(︃
3πx

2

)︃
+

1

2
sin

(︃
5πx

2

)︃
, 0 ≤ x ≤ 1.

Löse das Anfangs-Randwertproblem mit einem geeigneten Separationsansatz.

Hinweis. Verwende den Produktansatz

u(t, x) = A(x)B(t)

und berücksichtige zunächst die PDE, danach die Randbedingungen und anschliessend
die Anfangsbedingung.







4 Wärmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedin-

gungen

Wir betrachten das Randwertproblem⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ut −Duxx = 0, t > 0, 0 < x < L,

ux(t, 0) = 0, t > 0,

ux(t, L) = 0, t > 0.

Verwende den Produktansatz
u(t, x) = A(x)B(t)

und bestimme für k < 0 alle nichttrivialen separierten Lösungen.

Hinweis. Setze k = −α2 mit α > 0.
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