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1 Klassifikation linearer PDEs zweiter Ordnung
Eine lineare PDE zweiter Ordnung in zwei Variablen ¢ und x hat allgemein die Form

Az, ) Uy, + B(x, t)uy + C(x, t)uy + Terme niedrigerer Ordnung = S(z,t).

Fiir die Klassifikation als elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch sind nur die Koeffizi-
enten A, B und C der Ableitungen zweiter Ordnung relevant. Wir betrachten die Diskri-

minante

D = B? — 4AC.

Dann gilt

D <0 = elliptisch,
D=0 = parabolisch,
D >0 = hyperbolisch.

Typische Beispiele sind

Ugy + Uy = 0 = elliptisch,
Uy — Dug, =0 = parabolisch (Wérmeleitungs-/Diffusionsgleichung),

Ut — CUgy = 0 = hyperbolisch (Wellengleichung).

Sind A, B oder C' von den unabhéngigen Variablen abhéngig, kann sich der Typ der PDE

je nach Bereich des Definitionsgebiets andern.



Ubung: Klassifikation linearer PDEs zweiter Ordnung

Klassifiziere die folgenden linearen PDEs zweiter Ordnung als elliptisch, parabolisch
oder hyperbolisch. Bestimme dazu jeweils die Koeffizienten A, B, C' und die Diskrimi-
nante

D = B? — 4AC.

PDE Klassifikation

1. 2’LLxx + Ut — O

2. | Upy + 2Upy + Uy = —T

3. | DUy — 2uyy + 4u, = sin(axt)

5. Ugq: + 2t Uty + (1 + tQ)Utt = tln(xQ)

6. | Upy + 20t Uy + Uy + U +tup =0




2 Funktionenraume und stetige Differenzierbarkeit

Funktionen kénnen aufgrund gemeinsamer Eigenschaften wie Stetigkeit oder Differenzier-
barkeit zu sogenannten Funktionenrdumen zusammengefasst werden.
Sei (2 C R” ein Gebiet. Mit

bezeichnen wir den Raum aller stetigen Funktionen
u: =R

Allgemein bezeichnet
Q)

den Raum aller Funktionen, deren partielle Ableitungen bis und mit Ordnung d existieren

und stetig sind. Insbesondere gilt

ue C'Q) <= u ist stetig,

ue CHQ) <= wuist stetig differenzierbar, d. h. besitzt stetige

partielle Ableitungen bis zur ersten Ordnung,

ue C%*) <= u besitzt stetige partielle Ableitungen bis zur

zweiten Ordnung.

Mit
C=(Q)

bezeichnet man den Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen. Solche

Funktionen nennt man auch glatt.

2

Beispiel fiir eine glatte Funktion: f(z) = e

() ~ | S)

Abbildung 1: Die glatte Funktion f(z) = e~ sowie ihre erste Ableitung f'(z) = —27e~*" und zweite
Ableitung f”(z) = (422 — 2)e~*" . Insbesondere gilt f € C*°(R).

f//(x)




Dabei gilt die Hierarchie

C®(Q)C---CC*N) cCl) c CON).

Abbildung 2: Schematische Darstellung der Hierarchie C*°(Q) C --- c C%(Q2) c C1(Q) c C°(Q). Je
hoher die Regularitat, desto kleiner der entsprechende Funktionenraum.

Anschaulich bedeutet diese Hierarchie: Je hoher die Regularitit einer Funktion, desto
mehr Anforderungen erfiillt sie. Liegt eine Funktion beispielsweise in C?(f2), so liegt sie
automatisch auch in C%(Q), C*(Q2) und C°(Q). Eine glatte Funktion u € C*(Q) gehort

entsprechend zu allen Riumen C%()) mit endlichem d.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen jedoch nicht. Aus u € C*(R) folgt zwar automatisch
u € C°(R), aber eine stetige Funktion u € C°(R) muss nicht differenzierbar sein und liegt
daher nicht notwendigerweise in C''(R).

Ein Beispiel dafiir betrachten wir im Folgenden.

Beispiel. Betrachte die Funktion

Die Funktion ist bei x = 0 stetig, denn

lim f(z) = lim f(z) = f(0) = 1.

z—0— z—0t



Somit gilt

Fiir x # 0 ist

Am Punkt z = 0 erhédlt man jedoch

fL0)y=1, " fi(0)=-L

Da die beiden einseitigen Ableitungen nicht iibereinstimmen, ist f bei x = 0 nicht diffe-

renzierbar. Daher gilt

fEC'®R), [f¢C'(R).

Dieses Beispiel zeigt, dass stetige Differenzierbarkeit eine stéirkere Anforderung als Ste-
tigkeit ist.

-3 -2 -1 1 2 3 -3 =2

—1+4

Abbildung 3: Die Funktion f(z) = e~*! (links) und ihre Ableitung f’(x) (rechts). Die Funktion ist stetig,
aber bei = 0 nicht differenzierbar.

Exkurs (optional): Physikalische Bedeutung der Regularitit

Aus mathematischer Sicht ist es zunéchst kein Problem, wenn eine Funktion beispiels-
weise nur in CY liegt. In physikalischen Anwendungen kann eine hohere Regularitiit
jedoch wichtig sein.

Betrachten wir als Beispiel die Position eines Teilchens
s(t) = e M.

Diese Funktion ist stetig, aber bei ¢ = 0 nicht differenzierbar. Die Geschwindigkeit
ist v(t) = §'(t). Fiir die einseitigen Ableitungen gilt



Die Geschwindigkeit wiirde bei ¢ = 0 also augenblicklich von v = 1 auf v = —1 sprin-
gen. Eine solche sprunghafte Geschwindigkeitsanderung wiirde eine extrem grosse
Beschleunigung und damit nach F' = ma auch eine extrem grosse Kraft {iber eine
sehr kurze Zeit erfordern. In vielen physikalischen Modellen ist ein solches Verhalten
unrealistisch.

Dieses Beispiel zeigt, dass zusétzliche Regularitit einer Funktion in Anwendungen ei-
ne physikalische Bedeutung haben kann und nicht nur eine mathematische Formalitat

ist.

Fiir diese Vorlesung wichtig. Fiir eine klassische Losung einer PDE d-ter Ordnung

fordert man typischerweise eine entsprechende Regularitit der Losung, insbesondere
u e CUR).

Bei einer PDE zweiter Ordnung nehmen wir also insbesondere v € C?*({2) an. Damit
existieren alle partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung und sind stetig.
Eine wichtige Konsequenz ist der Satz von Schwarz: Fiir u € C?(Q) diirfen gemischte

partielle Ableitungen vertauscht werden, also beispielsweise
Ugpt = Utz Uzy = Uyz-

Ausserdem konnen die in der PDE vorkommenden Ableitungen klassisch und punktweise
ausgewertet werden.

Fir die Aufgaben in dieser Vorlesung diirfen wir davon ausgehen, dass die betrachte-
ten Funktionen geniigend regulér sind. IThr miisst also nicht vor jeder Rechnung zuerst
iiberpriifen, ob alle notwendigen Regularitdtsbedingungen erfiillt sind, sondern kénnt die
angegebenen Funktionen und Ableitungen wie gewohnt verwenden.

Dieser Abschnitt dient daher vor allem dem mathematischen Hintergrund: Die Notation
C%(€Q) wird in der Vorlesung verwendet, und die obigen Uberlegungen erkliren, was diese

Regularitatsannahme bedeutet und warum sie fiir das Rechnen mit PDEs niitzlich ist.



3 Losungen von PDEs und Superpositionsprinzip

Superpositionsprinzip

Sind u; und wuy Losungen einer linearen homogenen PDE, so ist fiir beliebige Kon-
stanten C', Cy € R auch

u = C’lul + CQUQ

eine Losung derselben PDE.

Anschaulich bedeutet das: Bei linearen homogenen PDEs konnen kompliziertere Losun-
gen aus einfacheren Einzellosungen zusammengesetzt werden. Man kann daher ein kom-
pliziertes Problem héufig in einfachere Beitridge zerlegen, diese getrennt betrachten und
die resultierenden Losungen anschliessend wieder addieren.

Diese Idee wird spéter insbesondere bei Anfangs- und Randbedingungen eine wichtige
Rolle spielen.

Hinweis: Fir inhomogene PDEs gilt das Superpositionsprinzip nicht ohne Weiteres in

derselben Form. Darauf kommen wir spater zuriick.

Moodle-Quiz 2: Superpositionsprinzip

Seien u; und uy Losungen von

Up — Upg = 0.

(a) Welche der folgenden Funktionen sind ebenfalls Losungen?

2U1 — 3U2, UiruUg, U + ]., 5U1.



(b) Sei nun v eine Losung der inhomogenen PDE

Vp — Ugy = f(t,l’),

wobei f # 0.

Welche der folgenden Funktionen sind ebenfalls Losungen derselben inhomogenen PDE?

v+ Uy, v+ uy + us, 2v, v+ 1.



4 Anfangs- und Randbedingungen

Eine PDE besitzt im Allgemeinen viele verschiedene Losungen. Um eine konkrete Losung

zu bestimmen, bendtigt man daher zusétzliche Bedingungen.

Anfangsbedingungen. Anfangsbedingungen beschreiben den Zustand des Systems zu

einem bestimmten Startzeitpunkt, meistens bei ¢ = 0. Typischerweise gilt beispielsweise
u(0,z) = up(x).

Randbedingungen. Randbedingungen geben das Verhalten der Losung am Rand des
rdumlichen Definitionsgebiets vor. Fiir ein eindimensionales Gebiet a < z < b sind zwei

wichtige Typen:

e Dirichlet-Randbedingungen: Der Funktionswert selbst wird am Rand vorgege-

ben,
u(tv a) = ga(t>7 u<t7 b) = gb(t>‘

e Neumann-Randbedingungen: Die raumliche Ableitung wird am Rand vorgege-

ben,
ux(t, a) = ha(t)7 um(t’ b) = hb(t)'

Je nachdem, welche zusitzlichen Bedingungen gegeben sind, spricht man von

AWP :  Anfangswertproblem,
RWP : Randwertproblem,
ARWP :  Anfangs-Randwertproblem.

Bei einem Anfangs-Randwertproblem werden sowohl Anfangs- als auch Randbedin-

gungen mit der PDE kombiniert.



Ubung: Anfangs- und Randwertprobleme erkennen

Klassifiziere die folgenden Probleme als Anfangswertproblem (AWP), Randwert-
problem (RWP) oder Anfangs-Randwertproblem (ARWP). Bestimme bei vorhan-
denen Randbedingungen zusétzlich, ob es sich um Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen

handelt.
ur +2u, =0, xR, t>0,

1.
w(0,z) =e ™, zeR.
Uge = —x, 0< <1,
2 u(0) =0,
u(l) =2
(
Up = Uy, O<ze<?2, t>0,
5 uw0,2) =1+2z, 0<z<2,
' u(t,0) = 1, t>0,
L u(t.2) = 3, t>0.
Up = Ugy, O<ax<2, t>0,
A uw(0,2) =z(4—2z), 0<z<2
' u(t,0) = 0, t>0,
| ua(t,2) =0, t>0.
Uy = CPUyy, reR, t>0,
2 u(0,z) = f(z), z€R,

u(0,2) = g(z), x€R.
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