Mathematik III: Partielle Differentialgleichungen

Ubungsstunde 5

Fourierreihen

Visva Loganathan | vloganathan@student.ethz.ch | 15.10.2026

Material: visva-loganathan.ch

Uberblick dieser Ubungsstunde

1.

Fourierreihen und Fourier-Koeflizienten

. Konvergenz von Fourierreihen

Periodische Fortsetzungen und Fourier-Sinus-/Cosinus-Reihen

. Komplexe Fourierreihen

. Anwendung auf die Wiarmeleitungsgleichung



1 Fourierreihen und Fourier-Koeflizienten

Fiir eine L-periodische Funktion f : R — R ist die Fourierreihe gegeben durch

oo

2 2
Si(x) = % + Z (ancos ( ng) + by, sin ( W[im)>
n=1

mit den Fourier-Koeffizienten

2 [k 2
an:z/o f(x)cos(ng) dz, n=0,1,2,...

und

2 [* 2
bn:Z/O f(x)sin( W[ij) dz, n=12,...

Fiir n = 0 vereinfacht sich der Cosinus-Term zu 1, sodass

L
ag = %/o f(x)dx.

Fourier-Partialsumme

Bricht man die Fourierreihe nach dem N-ten Term ab, erhdlt man die N-te Fourier-

Partialsumme

N
2 2
Sy(z) = %4—2 (ancos< 7an90) +bnsin( WZ:LI)) .
n=1

Symmetrie auf einem symmetrischen Intervall

Fiir Symmetrieargumente ist es oft praktisch, eine ganze Periode symmetrisch um den
Ursprung zu wahlen. Wir setzen dazu
L
2

und betrachten somit eine Periode auf

,6:

x € [—4,0.

Die Fourierreihe lautet dann

NE

Sf(fE) = % +

(an cOS (?) + b, sin (n_zx))

n=1




mit

1 ¢
= — d
ap g \/_gf(z) X,

a, = %/_if(a:) cos (?) dx,
b, = %/_if(x) sin (?) dx.

Wichtig. Die Symmetrie bezieht sich auf die gesamte 2¢-periodische Funktion f : R —

R. Ist f zunéchst nur auf einem Intervall gegeben, muss zuerst die entsprechende periodi-

sche Fortsetzung betrachtet werden.

Falls f gerade ist:

¢
ag = %/0 f(x)dx,

a, = %/OZ f(z) cos (nlg) dx,

b, = 0.

Es bleibt eine Fourier-Cosinus-Reihe.

Falls f ungerade ist:

b, = %/OZ f(z)sin (%) dx.

Es bleibt eine Fourier-Sinus-Reihe.




2 Konvergenz von Fourierreihen

Eine Funktion f : R — R heisst stiickweise stetig differenzierbar, wenn sie auf jedem

Intervall [a,b] C R bis auf endlich viele Punkte stetig differenzierbar ist.

Konvergenzsatz

Sei f eine stiickweise stetig differenzierbare L-periodische Funktion. Dann konvergiert die

Fourierreihe von f

e an jeder Stetigkeitsstelle x gegen

e und an jeder Unstetigkeitsstelle x gegen den Mittelwert des links- und rechtsseitigen

Grenzwerts:

(f=7) + f(=7)).

Dabei bezeichnen

fl@7) = lim f(y),  f(=z¥)= lim f(y)

y—x~ y—zt

den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert.

Merke. Bei einer periodischen Fortsetzung muss insbesondere an den “Klebestellen”
gepriift werden, ob die Funktion dort stetig ist.
Der Konvergenzsatz gilt analog auch fiir die Fourier-Sinus-Reihe, die Fourier-Cosinus-

Reihe und die komplexe Fourierreihe.

Beispiel: Sagezahnfunktion

Die 27m-periodische Fortsetzung von
flx) ==, 0<zx<2m,

ist die sogenannte Sdgezahnfunktion.




Man erkennt den Sprung bei # = 0 (bzw. allgemein bei x = 2k7). Daher gilt dort nach

dem Konvergenzsatz

55(0) = 3(F(0) + 1(0%)) = 227 +0) = .

N —

Moodle-Quiz 5: Fourierreihen und Konvergenzsatz

Sei f: R — R die 2w-periodische Fortsetzung von

flz) ==, 0<ux<2m.

Die Fourierreihe von f sei gegeben durch

EO + ; an cos(nx) + by, sin(nz)) .

(a) Berechne die Fourier-Koeffizienten ag, a, und b,.

aO:Z'lT an:O bn:"L nZl

(b) Bestimme die dritte Fourier-Partialsumme Ss(z) unter Verwendung der in Teil (a)

berechneten Fourier-Koeffizienten und schreibe die Summe vollstandig aus.

S3(r) = % + Z (ay, cos(nx) + by, sin(nz)).

n=1

(c) Bestimme gegen welche Werte die Fourierreihe an den Stellen

T T
-, 0, =, 2
27 ) 27 7T

konvergiert.



W= 4 sinlx)
0 da sinl2nm)=smb) =0 27
Oy = Aﬁ ( [x'dﬁ%(nx)__lozw - BH‘ %s{n(vm)(lx)
2w 0 9
op = = bfsinlvm)dx - f\—n% w
cas(2am) - wsll) = 1~/ = ()
a,= 0 n2/

2 A ¢
— (- Lxeoslnx) 1" + \ofcos(vxx)dx)

0
bn= o= |- (2mees(2mn) = 0) + 45 Lsiniix)] jrr)

~—




6) ir 0 -2/n

Slx) = % >3 (9/: coslinx| +%:s;n(mx))

Slx) = = 2anlx) - anl2x) = Zen(3x)

c)

x--%

Wegen 2m  Pociodiztot fp.lf T +Or
S-L) - £(3) - F

x = 0
Ba x=10 h'%f ene, Sprunﬁsfdle, vor *
G0 = 41F07) < £07)) = L (2w <0)

T
X =92

flety ba 7, SF) =fF) - F

X= 7T

Bt x= 0 lggt ene Sprungstelle. vor :
Se\0) = L(£007) «£07) = (2w +0)

- 3 f sty bix

-

.

Ng



3 Periodische Fortsetzungen und Fourier-Sinus- /Cosinus-
Reihen

Oft ist eine Funktion zunédchst nur auf einem beschrinkten Intervall gegeben. Um Fou-
rierreihen verwenden zu konnen, kann die Funktion periodisch auf ganz R fortgesetzt

werden.

L-periodische Fortsetzung

Sei
f:la,b) = R

gegeben und
L=0-—a.

Die L-periodische Fortsetzung g : R — R entsteht, indem der Graph von f periodisch
wiederholt wird:
g(l’):f(l‘—k[/), /{ZGZ,

wobei k so gewahlt wird, dass

r—kL € [a,b).

Anschaulich werden also Kopien des Graphen von f aneinandergereiht.

Gerade 2L-periodische Fortsetzung

Sei nun

f:[0,L] - R.

Die Funktion f kann auf [0, L] beliebig gegeben sein; insbesondere muss sie keine be-
stimmte Symmetrie besitzen. Durch Spiegelung an der y-Achse erhélt man eine gerade
Fortsetzung auf [—L, L].

f() = f(2))-

Die fortgesetzte Funktion fvist damit automatisch gerade:

f(=x) = f(x).

Anschliessend wird f 2 L-periodisch auf ganz R fortgesetzt.

Da die fortgesetzte Funktion gerade ist, verschwinden alle Sinus-Koeffizienten:



b, = 0.

Die Fourierreihe besteht daher nur aus Cosinus-Terms:

St(x) = % + ian Cos (?) .

n=1

Man spricht von der Fourier-Cosinus-Reihe.

3 9 1 1 2 3

f(z) =z auf [0,1] == f(z)=|z|auf[-1,1] = 2-periodische Fortsetzung.

Ungerade 2L-periodische Fortsetzung

Sei wieder

F:0,L] = R.

Die Funktion f kann auf [0, L] beliebig gegeben sein; insbesondere muss sie keine bestimm-
te Symmetrie besitzen. Durch Punktspiegelung am Ursprung erhéilt man eine ungerade
Fortsetzung auf [—L, L]:

T
. —fz]), = #0,
fla) = ¢ 14

0, z=0.

Die fortgesetzte Funktion fist damit automatisch ungerade:

f(=2) = = f(2).

Anschliessend wird f 2 L-periodisch auf ganz R fortgesetzt.

Da die fortgesetzte Funktion ungerade ist, verschwinden alle Cosinus-Koeffizienten:

a, =0, n=012...

Die Fourierreihe besteht daher nur aus Sinus-Terms:



f(z) = 2’4z auf [0, 1] = ungerade Fortsetzung auf [—1,1] = 2-periodische Fortsetzung.

Merke. Fiir eine Funktion, die nur auf [0, L] gegeben ist, kann man durch eine gerade
bzw. ungerade Fortsetzung festlegen, ob man eine Fourier-Cosinus- oder eine Fourier-
Sinus-Reihe erhélt.

gerade Fortsetzung = Fourier-Cosinus-Reihe,

ungerade Fortsetzung = Fourier-Sinus-Reihe.




4 Komplexe Fourierreihen

Die komplexe Fourierreihe einer L-periodischen, eventuell komplexwertigen Funktion

fR—=C

ist definiert durch

Sf(l') _ Z Cn€2m'nm/L

nez

mit den komplexen Fourier-Koeffizienten

1 (" :
Cp = —/ f(x)e 2/l gy, n € Z.
L Jo

Dabei lauft der Summationsindex iiber alle ganzen Zahlen:

neZ={.,-2-1012,..}

Komplexe Fourierreihe auf einem symmetrischen Intervall

Fiir eine 2¢-periodische Funktion f : R — C wéhlen wir eine ganze Periode auf

x € [—4,0.

Die komplexe Fourierreihe lautet dann

Sf(.fl?) _ cheinﬂ'x/f

ne”L

mit den komplexen Fourier-Koeffizienten

1 :
=55 /—z f(x)e~ ™/t dg, n € 2.

Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Fourierreihe

Mit den Euler-Formeln

et 4+ =i . ol _ =it
— sin(f) = ———

kann zwischen beiden Darstellungen umgerechnet werden.

cos(f) =



Von a,,b, zu c,:

Qo a, — ib, a, + b,
A B B
Von ¢, zu a,,b,:
ay = 2c¢y, ap = Cp + C_p, by =i(ch — c_p), n>1

Fiir reellwertige Funktionen f:

C_p = Cn, a, = 2 Re(cy,), b, = —2 Im(c,)

Merke. Die reelle und die komplexe Fourierreihe enthalten dieselbe Information.

Ubung: Reelle und komplexe Fourierreihe

Betrachte die 2m-periodische Fortsetzung der Funktion
f(z)=¢€", T € [—m, 7).
(a) Berechne die reellen Fourier-Koeffizienten ag, a, und b,, fir n > 1.

(b) Berechne die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, fiir n € Z.und bestimme daraus die

reellen Fourier-Koeffizienten ag, a, und b,.

(c) Welche Berechnung ist hier einfacher: die reelle oder die komplexe?

Hinweis.

1 ™ 1 ™ ]. g
s m d

—T —T —T



~ X =X

o)

TrX
My = fe"dx =
-

D I
+| s | €7
~nsinbw)| &
+ [ ovteslmd |2

L=+ [cos(vxx%e’(]w

-

&1
-

L =Eos(mr)6“'— cos(jj)&n + - (SI'V\(%)

r—

coslnm) = cosl~nn)

fmm=6;6

coshix) = £ ‘,}_6

¢ -¢ " = 2swhin)

Op = 4F_~:r: wsbxe” dx — T =_\E esle” dx } Siehe, Analysis A 1S

Rarhelle Infegrartion :
Tabellanmethode.

- T
= [—msimllnx)exl @ :gr—mzcos\v\x)e,x dx

o w
- snldmle ) - n%{c

0

I = coslom) e (e™-¢ ") - V\?‘_;(: coslinx) & dx
/2 T~ Y -
?-’mo,zn -4)" -n* L

L= N""-¢") -w*T

T = 0" 28] - I /+4*T

T+n*T = 2gmhlr)« -1)"

N+ T = ?_s'mh(Tyr\) « =" [+ U+

T = 2giohim)- AL

n-+/

T = Josiode*de = 2sinhin)- £AI

o - & il - 250 AT

oslinx)e dx




bo = & Jeinlle* dx — T = fonbnde” <

D T
+lsnlml | &°
~| ncoslinx) ax
+| = sinlnx]
T =+ [SMM ol [ [mcos(mx)e’(]_:: + ::frr—w"siwlmx)e,x dx
1L - —V\[COS(V\X)ZXJ_TT ‘V\?'_\E sinlnk) & dx

<

I = -n(wslanle™ wsbnm)e ") -1 T
L =-neosthr) (e"- ¢ ™) ~-n L
T = -n (A" 2siahin) -t T [+ T

T+w2T = —2ghm 1" 1

M) T = —2gwhtm) 1" n /i " +/
T = —2ginhlm) - );

b

N e—I

"Ffsm(mx) dx = LT = —ZSMTb-lTr)'(_/” ‘N

==




Cp = %_{6"&_“ dx

Cp = (;’W_;rr (1~mlx b 'Zu o [ {4—m]><]

Cn = 35 44_ » (fi-_m)v - —Mﬂ)
J.;—fnv B @—n.&imr

AR S AR BV 1
1" (" -2 ")

Ch = 2n
1 1
Ch = " 1= /2/5"’"/‘ =
.4z, Z
1 sml«(w} z. z ' Z 1z|
CM + (—/” lVl . "
\-.—J Ba Komplexen Bruchen sollle wion den
Nennor mmer reedl wochen wmit  verwendan
/I A+in_ v Romplex - konjusiertarn Z= X -iy
1-in 4+in "
A+ in A+ Siehe Anmlys;s AU 2 und 3

1*-i*n> n* +1
/—/ "
sinhlm) (-4)

e = S e () 0 = 2¢y = 2sinhlm) )
- Welez) - 2900 . AL g

£ = ¢* reedortipe it —> 4 ™ el
‘6 _Z'W\(Cv\')" _ SIV\MTT) 5\"4)4 .

)

I desenn Bep. it die Ba‘ad/mumfé nber komplexe.  Fourier-
Koeffizienten schneller dn pur an Integral  berednet werdu
musst, und  nicht Parﬁdl :wi‘eﬁrllarf' werden wusste,

Dorur @rford@r’r die komplexe  Methode o'ku sidAmm

o

w@dv\ nicht mkr ,amsenf swi siche /‘rmlyas A MS 2 5/ 3



5 Anwendung auf die Warmeleitungsgleichung

Betrachten wir die periodische Warmeleitungsgleichung

(
Uy — Ugy = 0, t>0, —r<z<m,

u(t,—m) = u(t,m), t>0,
Uy (t, —m) = u,(t,m), t>0,

\u(O,:p) =e”, - <z <.

Mit der komplexen Fourierreihe

u(t,z) = Z ca(t)e™

ne”Z
und
82
022

erhélt jeder Fourier-Modus den Zeitfaktor

inT 2 inx

et

Damit gilt fiir die zeitabhingigen Fourier-Koeffizienten

Also

u(t,z) = Z Cn(0)e et

ne”Z

Aus der Anfangsbedingung (0, z) = e® und der vorherigen Aufgabe gilt

sinh(m) (—=1)™(1 + in)
T 1+ n?

cn(0) =

Somit folgt

u(t,x) _ Sin:—(ﬂ-) Z (_1)n(1 + Z’I’L) e—n2t€im:.

2
- 1+n



