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1 Repetition: Symmetrie von Funktionen

Eine Funktion kann bezüglich ihrer Symmetrie in drei Klassen eingeteilt werden: gerade,

ungerade oder weder noch. Zur schnellen Klassifikation verwenden wir die Kürzel E (even),

O (odd) und N (none).

Hinweis. Die Abkürzungen E/O/N dienen in dieser Übungsstunde als praktische Ar-

beitsnotation und sind keine allgemein übliche mathematische Konvention.

Klasse Bedingung Symmetrie

E (gerade) f(→x) = f(x) Achsensymmetrie zur y-Achse

O (ungerade) f(→x) = →f(x) Punktsymmetrie zum Ursprung

N (keine) keine der beiden Bedingungen keine entsprechende Symmetrie

Vorgehen. Berechne f(→x) und vergleiche:

f(→x) = f(x) ↑ E,

f(→x) = →f(x) ↑ O,

sonst ↑ N.

Nützliche Rechenregeln. Wir kombinieren zwei (Teil-)funktionen f und g zu einer

neuen Funktion mittels Addition, Multiplikation oder Division. Für diese Übersicht ge-

nügen die drei Fälle E ↓ E, E ↓O, O ↓O; denn es gilt schlicht E ↓ O = O ↓ E. Das

gilt gleichermassen für Addition, Multiplikation und Division. Bei der Division f/g gilt

ebenfalls noch g(x) ↔= 0

Addition (f + g) : E + E = E E +O = N O +O = O

Multiplikation (f · g) : E · E = E E ·O = O O ·O = E

Division (f/g) : E/E = E E/O = O O/O = E

Verkettete Funktionen. Sei f = u↓v = u(v(x)) mit äusserer Funktion u und innerer

Funktion v. Die Parität von f ergibt sich aus der folgenden Übersicht:

v ist E v ist O v ist N

u ist E E E ?

u ist O E O ?

u ist N E N ?

Siehe Analysis A US G für mehr Informationen



Kurzmerker:

Innere gerade ↑ Gesamt gerade.

Innere ungerade ↑ Gesamtsymmetrie folgt der äusseren.

Innere ohne Symmetrie ↑ keine feste Aussage; Symmetrie direkt prüfen (oft N).

Schnellreferenz: typische Symmetrien

• Potenzfunktionen: x
n

ist E für gerades n ↗ Z, O für ungerades n ↗ Z. (Für

nicht-ganzzahliges n ist der Definitionsbereich i. d. R. nicht punktsymmetrisch ↑
keine Klassifikation.)

• Reziproke Potenzen: x
→n = 1/xn

erben dieselbe Parität wie x
n

(auf R \ {0}):
gerade für gerades n, ungerade für ungerades n.

• Absolutwert: |x| ist E.

Gerade (E)

• x
2k

, 1/x2k
(k ↗ N0)

• Konstante Zahl c ↗ R

• |x|, | g(x) | (falls g

gerade / ungerade)

• cosx, secx = 1
cosx

• cosh x = 1
2(e

x + e
→x),

sech x = 1
coshx

• eax
2

(mit a ↗ R)

• ln |x| auf R \ {0}

Ungerade (O)

• x
2k+1

, 1/x2k+1

(k ↗ N0)

• sinx, tanx, cot x

• cscx = 1
sinx

• sinhx = 1
2(e

x → e
→x),

tanh x, csch x = 1
sinhx

• sgn x

(Vorzeichenfunktion)

• arcsinx, arctan x,

arsinh x, artanh x

Keine Symmetrie (N)

• ex, ln x (nur x > 0)

• arccosx, arccot x (auf

Standard-

Definitionen)

• arcoshx (Domain

x ↘ 1)

• Linearkombinationen

mit gemischter

Parität, z. B.

x
2 → 3x→ 1

• Funktionen mit nicht

punktsymmetrischem

Definitionsbereich,

z. B.
≃
x

Hinweis: Zusammengesetzte Funktionen erben die Symmetrie oft aus den Bausteinen,

z. B. | sin(x)| ist E, sin2(x) ist E; Details stehen in den Rechen- und Verkettungsregeln.



Übung: Symmetrie mit Verkettung & Kombination (E/O/N)

Bestimme für jede Funktion, ob sie E (gerade), O (ungerade) oder N (keine Symmetrie)

ist.

1. f(x) = cos
)︄
x
2
[︄

2. f(x) = tan
)︄
cos x · sin x

[︄

3. f(x) =
cos(x3)

x
(x ↔= 0)

4. f(x) = cos(x) + x

5. f(x) = e
cos(x)

=> E (Innere FRt
.

x gerade)
O E . 0

= O Isin . cos = UNgerake , äussere FRt
.
tan UNgerakel

=> O Icos(x31 = Serake, E = UNgerakel
E + 0

= N

=E Innere gerakel



2 Repetition: Sinus und Cosinus

Periodizität

Eine Funktion f : R ⇐ R heisst L-periodisch, L > 0, falls

f(x+ L) = f(x) für alle x ↗ R.

Allgemeine Form

f(x) = A sin(Cx+D), g(x) = A cos(Cx+D).

Amplitude = |A| Periode L =
2ω

|C| horizontale Verschiebung = →D

C

Wichtige Verschiebungsrelationen

sin(x± ω) = → sin(x), cos(x± ω) = → cos(x).

sin
]︄
x± ω

2

⌊︄
= ± cos(x)

cos
]︄
x± ω

2

⌊︄
= ⇒ sin(x)

Grundlegende trigonometrische Identitäten

sin2(x) + cos2(x) = 1

sin(x) cos(x) =
1

2
sin(2x)

sin2(x) =
1→ cos(2x)

2
, cos2(x) =

1 + cos(2x)

2

Additionstheoreme

sin(ε± ϑ) = sin(ε) cos(ϑ)± cos(ε) sin(ϑ)

cos(ε± ϑ) = cos(ε) cos(ϑ)⇒ sin(ε) sin(ϑ)



Produkt-zu-Summe-Formeln

cos(ε) cos(ϑ) =
1

2
[cos(ε→ ϑ) + cos(ε + ϑ)]

sin(ε) sin(ϑ) =
1

2
[cos(ε→ ϑ)→ cos(ε + ϑ)]

sin(ε) cos(ϑ) =
1

2
[sin(ε + ϑ) + sin(ε→ ϑ)]

Moodle-Quiz 4: Warm-up zu Fourier-Reihen

Bestimme für jede Funktion die Symmetrie und Periodizität. Gib bei periodischen Funk-

tionen zusätzlich die kleinste positive Periode an, sofern eine solche existiert.

Funktion Symmetrie Periodizität

(a) f1(x) = cos(3x)

(b) f2(x) = x
2 cos(x)

(c) f3(x) = sin(x) + cos(x)

(d) f4(x) = sin2(x) + cos2(x)

Sei nun f 2-periodisch und es gelte

⌋︄ 2

0

f(x) dx = 4.

Berechne in Abhängigkeit von a, b ↗ R
⌋︄ 4

→4

)︄
af(x) + bx

3
[︄
dx.

gerade E C = 3
,
L = 2 = 2

gerake E Nicht periodisch
L = 27 da wir zwei 24Keine N
periodische FRt. zusammenaddieren

_ gerade E Periodisch für jedes O

^

=



1=laf + 6x31 ¢x

性“
違* 30

ungerade FRA. mit Symmetrischen Integrationsgrenzen

= a @ (粋H州+ ! ℃H++ 新 *+ AHa)}2- Pairdischek+

= a ( 4% ~ fH1↓ * )
= 4a % f氏 1 d北

= 4a o 4

T = 16a



3 Orthogonalität von Sinus und Cosinus

Für L > 0 und m,n ↗ N = {1, 2, 3, . . .} gelten die folgenden Orthogonalitätsrelationen

⌋︄ L

0

cos

⌈︄
2ωnx

L

⌉︄
sin

⌈︄
2ωmx

L

⌉︄
dx = 0.

Für m ↔= n gilt

⌋︄ L

0

cos

⌈︄
2ωnx

L

⌉︄
cos

⌈︄
2ωmx

L

⌉︄
dx = 0,

⌋︄ L

0

sin

⌈︄
2ωnx

L

⌉︄
sin

⌈︄
2ωmx

L

⌉︄
dx = 0.

Für gleiche Frequenzen m = n gilt

⌋︄ L

0

cos2
⌈︄
2ωnx

L

⌉︄
dx =

L

2
=

⌋︄ L

0

sin2

⌈︄
2ωnx

L

⌉︄
dx.

Exkurs (optional): Kronecker-Delta

Eine kompakte Schreibweise für die Orthogonalitätsrelationen verwendet das

Kronecker-Delta

ϖmn =

{︄
}︄

⟨︄
1, m = n,

0, m ↔= n.

Damit lassen sich die beiden letzten Orthogonalitätsrelationen kompakt als

⌋︄ L

0

cos

⌈︄
2ωnx

L

⌉︄
cos

⌈︄
2ωmx

L

⌉︄
dx =

L

2
ϖmn,

⌋︄ L

0

sin

⌈︄
2ωnx

L

⌉︄
sin

⌈︄
2ωmx

L

⌉︄
dx =

L

2
ϖmn

schreiben.

Diese Notation ist für die aktuelle Serie nicht notwendig, sie ist aber sehr nützlich

und kann euch in späteren Mathematik-, Physik- oder Ingenieursvorlesungen wieder

begegnen.

ZL
=Länge Integrationsintervall



4 Skalarprodukt und Norm periodischer Funktionen

Für zwei L-periodische Funktionen f und g ist das Skalarprodukt definiert durch

⇑f, g⇓ = 1

L

⌋︄ L

0

f(x)g(x) dx

Die zugehörige Norm ist

⇔f⇔2 =
⟩︄

⇑f, f⇓ =

/︄
1

L

⌋︄ L

0

f 2(x) dx.

Zwei Funktionen f und g heissen orthogonal, falls

f ↖ g ↙↑ ⇑f, g⇓ = 0.

Übung: Skalarprodukt, Norm und Orthogonalität

Betrachte die 2ω-periodischen Funktionen

f(x) = 1 + cos(2x), g(x) = 2 sin(x) + 3 cos(2x).

1. Berechne ⇑f, g⇓. Sind f und g orthogonal?

2. Berechne ⇔f⇔2 und ⇔g⇔2.

_
L=2π

1 ) < f . 8 ) = * 크
"

fl×18(+) d*

<f
, 9) = ! 11 + cos(2x)) . (2sin() + 3cos(x1) de

- π 。遍 + 3cos然
+ 2sinAlcos (2)+ 3cos (2+) cos /2+1dk

PeriodizitätPeriodizität

∅ ∅

= 弱”2sinAcos + 3cos
2 (2+) d+

Orthogonalität
= 0 ↳ Lange Integrations-

ㅣ

in intervall
3
2i

qcos. 2πT d* = 는{ cos212x(¢X=

2π
눠

L = 2π ー O = 2π



二篇 。 供
∠

, g)
= 를

<f,8) = 0 > > - 1 g /Nicht orthogonal)

2) lIfllz & lIglle

11f 1层 =
n

! “
(

H

+ cos(2e)Fde
cos2/2x) =

1 + COSTPX) = E + COS14
_

= ☆ ⑤ 거
"

+ 2cos(2× ) +cos (2×) de

= ㅠ( 성 " + 2cos(2×) + 글 + 글 cos (4×1 ) d+
= 弄 ( 。

*

至d 北 + 2
%

cos 12+)d 北 + 走。081
~ _

릎 . 2π ㅇ

=至 。 2研
II1를 = " ir

11f 112 = 로

11g 112 = 是 π{↑zsin(k ) +3cos(2+ )Pd+
=☆ ”4sin+1 + 12sin

0

「
北

_

4 . 일
= 1π 14π + 9π)
=
13π

2π

Il1 g122 =볼

I1g112 = 볼



Zusatzaufgabe: Koe!zienten durch Orthogonalität

Gegeben sei

f(x) = a+ b cos(2ωx) + c sin(2ωx), 0 ∝ x ∝ 1,

und es gelte

⌋︄ 1

0

f(x) dx = 1,

⌋︄ 1

0

f(x) cos(2ωx) dx = 2,

⌋︄ 1

0

f(x) sin(2ωx) dx = →1

2
.

Bestimme a, b, c mithilfe der Orthogonalität.

Integrations intervall : LF1-O = 1

11 Bestimmung von a
^ ㅜ

l = §51北 = 64 +β cos (2π+) + csin (2πt11北
ㅓ

1 = a 'lda +bBCOs12 πt)de to § 'sin12πt1↓北
+ coO

a = 1

2 Bestimmung von A
2T

2= fNcosRix(dX = S(1 + Acos(TX) + <sin(ix1) (cos(ix) dx
2 = {

'

cos(2πe) + bcos2 (2πt) + csin (2πe)cos (2π+) de
2 = 0 + 6 o + 0 . o

2= 은 1 . 2

β= 4

3 Bestimmung von a
2T

- = fk/sin(ix)dx = S (1 + 4 cos(ix) + (sin(tx1) (sin(2ix) dx
- E = !"sinRTx) + 4 sin(2ix(cosRTTX) + csin2 (2xx) dx

一是 = O + 4 . 0 + 6 . 금

높 = 는 ∞ 6 = - 1


