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1 Repetition: Polarkoordinaten

Bei kreisförmigen Gebieten ist es oft sinnvoll, statt kartesischer Koordinaten (x, y) Polar-

koordinaten (r, ω) zu verwenden. Dabei gilt

x = r cos(ω), y = r sin(ω),

mit

r → 0, 0 ↑ ω < 2ε.

Dabei beschreibt r den Abstand vom Ursprung und ω den Winkel.

Laplace-Operator in Polarkoordinaten

In kartesischen Koordinaten gilt in zwei Raumdimensionen

!u = uxx + uyy.

In Polarkoordinaten hat der Laplace-Operator für r > 0 die Form

!u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uωω

Diese Darstellung ist insbesondere bei kreisförmigen Geometrien, beispielsweise bei einer

Temperaturverteilung auf einer Scheibe, besonders nützlich.



2 Summenansatz und Produktansatz

Eine Möglichkeit zur Lösung partieller Di!erentialgleichungen besteht darin, eine spezielle

Form der Lösung anzunehmen. Dadurch kann die PDE unter günstigen Bedingungen auf

gewöhnliche Di!erentialgleichungen reduziert werden.

Summenansatz

Beim Summenansatz nimmt man an, dass die Lösung die Form

u(t, x) = T (t) +X(x)

besitzt.

Dann gilt beispielsweise

ut = T →(t), uxx = X →→(x).

Nach dem Einsetzen in die PDE versucht man, die Abhängigkeit von t und x zu trennen.

Produktansatz

Beim Produktansatz nimmt man an, dass die Lösung die Form

u(t, x) = T (t)X(x)

besitzt.

Dann gilt beispielsweise

ut = T →(t)X(x), uxx = T (t)X →→(x).

Nach dem Einsetzen in die PDE versucht man wiederum, die Variablen zu trennen. Ty-

pischerweise erhält man eine Gleichung der Form

Ausdruck nur in t = Ausdruck nur in x.

Da beide Seiten von verschiedenen unabhängigen Variablen abhängen, müssen sie konstant

sein. Man setzt daher

Ausdruck in t = Ausdruck in x = k

mit einer Separationskonstanten k.

Notation. Zur besseren Unterscheidung der Funktionen von den Variablen verwende

ich gerne die Notation



X(x) ↓ A(x), T (t) ↓ B(t).

Damit schreiben wir den Summenansatz als

u(t, x) = A(x) + B(t)

und den Produktansatz als

u(t, x) = A(x)B(t).

Hinweis. Nicht jeder Ansatz muss zu einer nichttrivialen Lösung führen. Scheitert ein

Summen- oder Produktansatz, bedeutet dies nicht automatisch, dass das ursprüngliche

Anfangs-Randwertproblem keine Lösung besitzt. In diesem Fall muss ein anderer geeig-

neter Ansatz gewählt werden, der möglicherweise zu einer nichttrivialen Lösung führt.

Moodle-Quiz 3: Summenansatz und Produktansatz

Betrachte die PDE

ut ↔ sin(x)uxx = 0.

Aufgabe 1: Summenansatz Wähle zunächst den Summenansatz

u(t, x) = T (t) +X(x).

Welche Gleichung erhält man durch Einsetzen in die PDE?

ult
, x) = TH + X(x) 3 Summenansatz

uHtx) = T

uxxHt,xx X" Ix

4+- sink(uxx = O

T'H - sin(x(X"k) = O

T'IH = sinkxIX"(x)



Aufgabe 2: Produktansatz Wähle nun den Produktansatz

u(t, x) = T (t)X(x),

wobei T (t) ↗= 0 und X(x) ↗= 0.

Welche der folgenden Gleichungen erhält man nach Variablentrennung?

↭ T →(t)

T (t)
= sin(x)

X →→(x)

X(x)

↭ T →(t)

X(x)
= sin(x)

X →→(x)

T (t)

↭ T →(t)

T (t)
= sin(x)

X(x)

X →→(x)

↭ T →(t)

T (t)
=

X →→(x)

sin(x)X(x)

Aufgabe 3: Verständnisfrage - Wahr oder falsch? Wenn der Summenansatz für ein

gegebenes Anfangs-Randwertproblem nur zur trivialen Lösung führt, besitzt das Anfangs-

Randwertproblem keine nichttriviale Lösung.

↭ Wahr ↭ Falsch

µ

u It , x) = THX(x) 3 Produktansatz
uxHix) = ToXH

uxx(t ,x) = THHoX"Ix

up - sinkluxx = 0

TTH · XH)- sink) THH · x"(x) = O

TH · XH) = sinK) THH · X"(x) 1 : TH

Ty' 4K) = sink) ( サビ 1:XK)

「州 = sinK1淵

Falsch
,
da das Scheitern eines bestimmten Ansatzes nicht

ausschliesst
,
dass ein anderer Ansatz zu einer nichttrivialen

Lösung führt.



3 Wärmeleitungsgleichung mit gemischten Randbedin-
gungen

Wir betrachten das Anfangs-Randwertproblem

)︄
[︄[︄[︄[︄[︄[︄[︄[︄]︄

[︄[︄[︄[︄[︄[︄[︄[︄⌊︄

ut ↔ 4uxx = 0, t > 0, 0 < x < 1,

u(t, 0) = 0, t > 0,

ux(t, 1) = 0, t > 0,

u(0, x) = sin
⌋︄εx

2

⌈︄
↔ 5 sin

⌉︄
3εx

2

{︄
+

1

2
sin

⌉︄
5εx

2

{︄
, 0 ↑ x ↑ 1.

Löse das Anfangs-Randwertproblem mit einem geeigneten Separationsansatz.

Hinweis. Verwende den Produktansatz

u(t, x) = A(x)B(t)

und berücksichtige zunächst die PDE, danach die Randbedingungen und anschliessend

die Anfangsbedingung.

ult
, x) = AIIBIH

}
ux
- Kuxx = O

u Itix) = AIXIB'IH AIX)B'IH - 4A"(x) BIH = O

uxx (t, x) = A"IBCH AKIB'HH = 4A"(/BIH 1 : AK) 1 : BH) 1 . 4

關鼎H 州

=A)
= k

BB(+) = k 1. 4B(H 3 falle
"

B
' lH) = 4KB(H) T ) R> O : k = µ

2

M0

浆 = 4KB ↑ 0 管 ↑d +/ SIk = O : k = O

JBdB = 4kSdt ka θ : k =α 2 Q > O

InBl = 4kttCn le
^

Bl) = elrt4kt

Blt) = Cye
4kt



A↑대
= n

2 3 k 3o

A"(x) = p2Alx) /Euler - Ansatz
2 = ㎥ NI√

Tu, z = ±M

Al(x) = CzeM
*
+ CzeMx

Ult, x) = AIx) BIH
R>0: K= M2

4kt
uIltit) = Czet+ Cze-M) Cye

UIItit )=CnCMt
,
C .Cze-
µ) e4m

㎥t

Dr ⑫! b

나 _

〜

UIlt, x) = IDeM
*

+ Dze-M
* )e4M2+

A"W =∅ } k = 0A에

A
" (×) = 0 sdl

A'lx) = C2 /S¢X

AlX) = C
2X
+ C

3
λ

UIHt, x) = AIIx) BIH k=0 →
e
= 1

^

UIH, x) = K2x + (3) C, e4Rt

uπ lfit) = 1 D
2
++ Dz )

荊、1
=
- a
2

} k > 0

A"K) = - x2AK) /Euler-Ansatz

2 ョ
- K
2
±



1112 = ≠ - a
2

th
, 2

= tid

Awll) = Czcos(a) t Czshlat)

u 피× )
= 1A

피
BH KEO : RE - Q

2

n^

"피
H,×)= Ccoslax)+( z sinlaxl ) Cne

4kt

U# IHi+) = (Dicos(a+) 「 Dzsinlatl ) e4a
2t

Die Randbedingungen führen für RO und R = O nur zur

trivialen Lösung . Daher betrachten wir nur ken Fall RX0 :

0 = ult
,
O)

0 = (Dicos(① , DasinlO ) ) e
4a

2t

O = Dre
-4a과

^

D1 = O

·
S
ultiy =Dasinlat )

e4azt出
uxHt, x) = Dzxcoslax) e

-*a2+

0 = uxlt , 1)

0= D2K cos(9 . 1) e
- **+

〜

O = D
2
Qcos(

a kann nicht O sein da R < 0 und & > 0 also strikt grösser 01 .芎Dz kann nicht O sein da sonst triviale Lösung

O 예 coSIN

Q = In + i]
π
, n =0 , 112 . nENo damit Q 30

= ( 젤기 π



ult, x) = Dzsin(ax)e
-*a2t

·
s {an = 2n2+1 # nEINo

unHt,x) Tusinlanx)eot

un (tie) = Pǒ sin 2nπ & le -
2 + n)Rπ2 f

Superpositionsprinzip
uIt

, x) -[UnIt, X) =EBusinR2
*
TXle-

I2n +112 T

Anfangsbedingung
sin([x) - Ssin (32* x) + 2 sin (**x) = u10 , x
Josin( 芝 ) -Ssin(芝 + ) + {sinl是 = Pisinzzπ t )e

0

찮 n
6 U=고

D= 0 Fúnalle n ≥ 3NurDǒ
,
Dǒ ,
D2 = O

。

D .
0

= 1 Dia - S DB = 2

ultix) = Bosin (28* #x) e- 12.0 +11242+ ->Disin (2* #x) e-12:1+112 2+

+ Jzsin (2.2+ #x) e- 12.2+11242+

ultit ) =DosinlzHe
-π
' tt Di'sin (He

- gπ^t
+ D''sinl ×) e

- 25π=+

ult , x) = sin([x)e
*
2+
- 5sin(* x) e-9#2

+
+ [sin(x)e-2572



4 Wärmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedin-
gungen

Wir betrachten das Randwertproblem

)︄
[︄[︄[︄[︄]︄

[︄[︄[︄[︄⌊︄

ut →Duxx = 0, t > 0, 0 < x < L,

ux(t, 0) = 0, t > 0,

ux(t, L) = 0, t > 0.

Verwende den Produktansatz

u(t, x) = A(x)B(t)

und bestimme für k < 0 alle nichttrivialen separierten Lösungen.

Hinweis. Setze k = →ω2
mit ω > 0.

R < 0: R =- x2

Produktansatz:BH = A = R =-

B ' CH
= -

Q 2. DB (H
DBH

BIlt) = -2 DBLH

浆 =
- Q

㎡ DB ↑^ 吉 / - d+/S

SBdB = - 2DSdt

InIBl = - Dazt t C
,

B (H) = Cne
- Da자

A
“

HAlH= - 43 . AlH

AK) = - x2AK) / Euler-Ansatz



12 = - Q
2

Alx) = (2 COS(xx) + (zsin(xx)

ult, x) = Alx) . BIH

ultix) = (C2COS(x) + (zsin(xx)) Ce-Part어

-Baif
ultix) = (C,Czcos(kx) + C,Czsin(kx)) e
나 노

- Da과
ult

, x) = (C, coslex) I ( sinlkelle
2

uxHt, x) = (- (sin(kx) +(cos(x)) -P
+

0 = ux Ht, 0)

O = 1-esinlOltcosOllQe
- Da
't

0 =

빠쩍.
uxHtx = -GasinlaxeP+ ultix) = C

,
coslex)+

0= Ux 1t , 2)

·GUsinIL)e
O = sin(aL

QL = nTT n = N

·

S题
↑ncosInX) e-DtUnItix =

unltit ) =Cncos( " He
- Df

Superpositions- bprinzip

u (tit 1=品 ncose
=階 Dト

_
ー


