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1 Repetition: Polarkoordinaten

Bei kreisformigen Gebieten ist es oft sinnvoll, statt kartesischer Koordinaten (z,y) Polar-

koordinaten (r,#) zu verwenden. Dabei gilt

x = rcos(f), y = rsin(6),

mit

r >0, 0<6< 2.

Dabei beschreibt r den Abstand vom Ursprung und 6 den Winkel.

Laplace-Operator in Polarkoordinaten

In kartesischen Koordinaten gilt in zwei Raumdimensionen

AU = Ugy + Uy,

In Polarkoordinaten hat der Laplace-Operator fiir » > 0 die Form

Au = Upp + —Up + —Ugg
r r2

Diese Darstellung ist insbesondere bei kreisformigen Geometrien, beispielsweise bei einer

Temperaturverteilung auf einer Scheibe, besonders niitzlich.



2  Summenansatz und Produktansatz

Eine Moglichkeit zur Losung partieller Differentialgleichungen besteht darin, eine spezielle
Form der Losung anzunehmen. Dadurch kann die PDE unter giinstigen Bedingungen auf

gewOhnliche Differentialgleichungen reduziert werden.

Summenansatz

Beim Summenansatz nimmt man an, dass die Losung die Form

u(t,z) =T(t) + X(z)

besitzt.

Dann gilt beispielsweise

u =T'(t), Uz = X" (7).

Nach dem Einsetzen in die PDE versucht man, die Abhéngigkeit von ¢ und x zu trennen.

Produktansatz

Beim Produktansatz nimmt man an, dass die Lésung die Form

u(t,z) =T ()X (x)

besitzt.

Dann gilt beispielsweise
u =T'(t)X (), Uz = T(6) X" ().
Nach dem Einsetzen in die PDE versucht man wiederum, die Variablen zu trennen. Ty-

pischerweise erhalt man eine Gleichung der Form

Ausdruck nur in ¢t = Ausdruck nur in z.

Da beide Seiten von verschiedenen unabhéngigen Variablen abhéngen, miissen sie konstant

sein. Man setzt daher

| Ausdruck in ¢ = Ausdruck in = = k|

mit einer Separationskonstanten k.

Notation. Zur besseren Unterscheidung der Funktionen von den Variablen verwende

ich gerne die Notation



Damit schreiben wir den Summenansatz als
u(t,z) = A(z) + B(t)

und den Produktansatz als
u(t,z) = A(z)B(t).

Hinweis. Nicht jeder Ansatz muss zu einer nichttrivialen Losung fithren. Scheitert ein
Summen- oder Produktansatz, bedeutet dies nicht automatisch, dass das urspriingliche
Anfangs-Randwertproblem keine Losung besitzt. In diesem Fall muss ein anderer geeig-

neter Ansatz gewahlt werden, der moglicherweise zu einer nichttrivialen Losung fiihrt.

Moodle-Quiz 3: Summenansatz und Produktansatz

Betrachte die PDE

uy — Sin(z)ug, = 0.
Aufgabe 1: Summenansatz Waihle zundchst den Summenansatz
u(t,z) =T(t) + X(x).
Welche Gleichung erhélt man durch Einsetzen in die PDE?
ulh %) = TH +Xx) } Summenonsoitz

n, = T
ucthix)= X" ()

Uy —sinlk)uxx =0
T'H -snk)X"x) = 0

T = sl X"x)




Aufgabe 2: Produktansatz Wihle nun den Produktansatz
u(t,z) = T(t)X(z),

wobei T'(t) # 0 und X (x) # 0.

Welche der folgenden Gleichungen erhélt man nach Variablentrennung?

TW X'
YO R
) = sin(x X'(z)
= X(x) (%) T(t)
() X(x)
O 0 = s1n(:v)X”(x)

o T X'@)

ultx) = T XK }Produkfamso\fz
wlhid = TH XK
TH: X'

Wxx H‘.X)

U, - shlugx =0
TH XK - sinlx) TH:
TH XK = sinl) TH:

{
D X= 8 X /ox

TH .0 X
T =W

Aufgabe 3: Verstandnisfrage - Wahr oder falsch? Wenn der Summenansatz fiir ein
gegebenes Anfangs-Randwertproblem nur zur trivialen Losung fiihrt, besitzt das Anfangs-

Randwertproblem keine nichttriviale Losung.

] Wahr X Falsch

Falsdn, dn s Scheifern  eines  bestmmten Ansatzes nicht
ausschliesst, dass en onderer Ansotz zu ener nichttrviollen
Lgsmwv fahrt;



3  Warmeleitungsgleichung mit gemischten Randbedin-
gungen

Wir betrachten das Anfangs-Randwertproblem

(

Up — 4y, = 0, t>0, O0<z<l,
u(t,0) =0, t>0,
uz(t,1) =0, t>0,
3 1 5
ku(O,ac)zsin (%) — Hsin (g) +§sin (%), 0<z<l1.

Lose das Anfangs-Randwertproblem mit einem geeigneten Separationsansatz.
Hinweis. Verwende den Produktansatz
u(t, ) = A(x)B(t)

und berticksichtige zunachst die PDE, danach die Randbedingungen und anschliessend

die Anfangsbedingung.
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4 Warmeleitungsgleichung mit Neumann Randbedin-
gungen

Wir betrachten das Randwertproblem

uy — Dug, =0, t>0, 0<zx<L,
ug(t,0) =0, t>0,
uz(t, L) =0, t>0.

Verwende den Produktansatz
u(t,z) = A(x)B(1)

und bestimme fiir £ < 0 alle nichttrivialen separierten Losungen.

Hinweis. Setze k = —a? mit a > 0.

k<0 i h=-a"

Produltoreatz = Bt AL 42
B _ x> /DBH

D BIH

B'H = -«*DBH

8 - -o*DB /f /ot
T448 = -o*D S ot
Bl = - D*F + C,

B = ¢,

AR _ 2 /A
A

A =-x*Al) /Edler - Ansotz
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