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1 Organisatorisches

• Übungsstunde: Donnerstag 11:45 - 12:30 HIL E8

• Serienabgabe: Freitag 23:59, via Moodle

• Bei der abgegebenen Serie soll eine Aufgabe, bei der man besonders genaue Korrek-
tur wünscht, mit einem Stern markiert werden.

• Bei Fragen: E-Mail an vloganathan@student.ethz.ch

• Sessionsprüfung im Winter

• Hilfsmittel bei der Prüfung: 5 beidseitig beschriftete A4-Blätter sind bei der Prüfung
erlaubt & herkömmliche Formelsammlung

• Materialien: Siehe Link (oben)



2 Einleitung

Herzlich willkommen zu Mathematik III: Partielle Di!erentialgleichungen!
In Analysis A und Analysis B haben wir die grundlegenden Werkzeuge der Analysis ken-
nengelernt. Wir haben Funktionen einer und mehrerer Variablen untersucht, Ableitungen
und Integrale berechnet und uns mit gewöhnlichen Di!erentialgleichungen beschäftigt.
Dabei beschrieben gewöhnliche Di!erentialgleichungen typischerweise unbekannte Funk-
tionen, die nur von einer unabhängigen Variablen abhängen.

In Mathematik III erweitern wir diese Idee auf partielle Di!erentialgleichungen. Hier
hängt die gesuchte Funktion von mehreren unabhängigen Variablen ab, und entsprechend
treten partielle Ableitungen auf. Solche Gleichungen ermöglichen es beispielsweise, räum-
liche und zeitliche Veränderungen gleichzeitig zu beschreiben.

Partielle Di!erentialgleichungen spielen eine zentrale Rolle bei der mathematischen Be-
schreibung vieler Prozesse in den Natur- und Ingenieurwissenschaften. Beispiele sind Wär-
meleitung, Di!usion, Wellen und Transportprozesse. Im Verlauf dieses Semesters werden
wir verschiedene Klassen partieller Di!erentialgleichungen kennenlernen und schrittweise
Methoden entwickeln, um solche Gleichungen zu analysieren und zu lösen.



3 Repetition gewöhnlicher Di!erentialgleichungen

Gewöhnliche Di!erentialgleichungen werden uns auch bei der Lösung partieller Di!eren-
tialgleichungen wieder begegnen. Bei verschiedenen Lösungsverfahren für PDEs versucht
man, ein Problem in einfachere Teilprobleme zu zerlegen. Dabei entstehen häufig gewöhn-
liche Di!erentialgleichungen, die anschliessend mit den bereits bekannten Methoden gelöst
werden können.
Ein wichtiges Beispiel, das wir später kennenlernen werden, ist der Produktansatz

u(x, t) = X(x) · T (t),

mit dem sich bestimmte partielle Di!erentialgleichungen auf gewöhnliche Di!erentialglei-
chungen für T und X zurückführen lassen.
Wir repetieren deshalb zunächst die wichtigsten Lösungsverfahren für ODEs.

Lösungsverfahren nach ODE-Typ

ODE

1. Ordnung

homogen

Separation
der Variablen

(evtl. z = y/x)

inhomogen

Variation
der Konstanten

(evtl. z = y/x)

höhere Ordnung

nichtlinear

nicht behandelt
linear

homogen

Euler-Ansatz

inhomogen

Euler &
partikulärer Ansatz

」



Aufgabe 1: Di!erentialgleichung erster Ordnung

Gegeben sei die Di!erentialgleichung

y→(x) = ey(x2 + 1).

(a) Bestimme die allgemeine Lösung der Di!erentialgleichung.

(b) Löse das Anfangswertproblem
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y(1) = 0.
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Aufgabe 2: Variation der Konstanten

Gegeben sei die Di!erentialgleichung

dy

dx
= x2 → y

x
, x > 0.

(a) Bestimme mit Variation der Konstanten die allgemeine Lösung der inhomogenen
Di!erentialgleichung.

(b) Löse das Anfangswertproblem
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Aufgabe 3: Inhomogene Di!erentialgleichung höherer Ordnung

Löse das folgende Anfangswertproblem:
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y→→(x)→ 4y→(x) + 4y(x) = 3x+ 1,

y(0) = 1,

y→(0) = 0.
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4 Partielle Di!erentialgleichungen

Eine partielle Di!erentialgleichung (PDE) ist eine Gleichung, in der eine unbekannte
Funktion mehrerer Variablen zusammen mit ihren partiellen Ableitungen vorkommt.
Zum Vergleich:

ODE: y = y(x), PDE: u = u(ωx, t),

wobei ωx = (x1, . . . , xn) die Ortsvariablen und t beispielsweise die Zeit bezeichnet.

Notation partieller Ableitungen. Partielle Ableitungen schreiben wir häufig in Kurz-
notation:

ux =
εu

εx
, ut =

εu

εt
,

uxx =
ε2u

εx2
, uxy =

ε2u

εy εx
, uxt =

ε2u

εt εx
.

Bei hinreichend glatten Funktionen spielt die Reihenfolge gemischter partieller Ableitun-
gen keine Rolle:

uxy = uyx, uxt = utx.

Nabla- und Laplace-Operator. Der Nabla-Operator ist der Vektor-Di!erentialoperator

↑ =

⌋︄

⌈︄⌈︄⌉︄

ω
ωx1...
ω

ωxn

{︄

}︄}︄⟨︄ .

Angewendet auf eine skalare Funktion u erhält man den Gradienten

↑u =

⌋︄

⌈︄⌈︄⌉︄

ux1

...
uxn

{︄

}︄}︄⟨︄ .

Der Laplace-Operator ist definiert durch

! = ↑ ·↑ = ↑2.

Damit gilt

!u =
n⟩︄

i=1

uxixi .

Insbesondere erhält man !u = uxx + uyy in zwei Raumdimensionen,
und !u = uxx + uyy + uzz in drei Raumdimensionen.



Klassifikation von partiellen Di!erentialgleichungen

Partielle Di!erentialgleichungen können anhand verschiedener Eigenschaften klassifiziert
werden. In dieser Vorlesung betrachten wir zunächst die folgenden drei Kriterien:

Ordnung. Die Ordnung einer PDE ist die höchste Ordnung einer partiellen Ableitung,
die in der Gleichung vorkommt.
Beispiele:

ut + ux = 0 ↓ 1. Ordnung,

ut → uxx = 0 ↓ 2. Ordnung,

uxyt + ux = 0 ↓ 3. Ordnung.

Linearität. Eine PDE heisst linear, wenn die unbekannte Funktion u und alle ihre
partiellen Ableitungen nur linear vorkommen.
Insbesondere dürfen u und seine Ableitungen

• nur in erster Potenz auftreten,

• nicht miteinander multipliziert werden,

• und nicht als Argument nichtlinearer Funktionen wie sin(u) oder eu auftreten.

Die Koe"zienten dürfen dabei von den unabhängigen Variablen abhängen.
Beispiele:

ut + x2ux → cos(t)uxx = 0 ↓ linear,

ut + (ux)
2 = 0 ↓ nichtlinear,

ut + u ux = 0 ↓ nichtlinear.

Homogenität. Eine PDE heisst in dieser Vorlesung homogen, wenn kein Term vor-
kommt, der nur von den unabhängigen Variablen abhängt oder eine von null verschiedene
Konstante ist. Andernfalls heisst die PDE inhomogen.
Beispiele:

ut → uxx = 0 ↓ homogen,

ut → uxx = f(t, x) ↓ inhomogen.



Moodle-Quiz 1: Klassifikation von PDEs

Seien a, b, f und g > 0 di!erenzierbare Funktionen. Klassifiziere die folgenden partiellen
Di!erentialgleichungen in u = u(x, y) bezüglich Ordnung, Linearität und Homogeni-
tät.

PDE Ordnung Linearität Homogenität

(a) uxxy + ux = f

(b) a uxx + b (uy)2 = 0

(c) 2uxx + 3ux → 2uxy + 2uyy = 0

(d) a uxyy + b (eu + u) = 0

(e) x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = g

3 Linear Nhom.

2 Nicht !
. omogen

2 Linear omogen

3 Nicht !
. omogen

2 Linear Nhom.



Zusatzaufgabe: Klassifikation von PDEs

Klassifiziere die folgenden partiellen Di!erentialgleichungen bezüglich Ordnung, Linea-
rität und Homogenität.

PDE Ordnung Linearität Homogenität

1. ut → 4
↑
ux = 0

2. ut + (1 + t2)ux = x

3. (1 + x2)uxx → eyuxy + uyy = 0

4. u ux + (1 + y2)uy = 0

5. ut + tan(u) ux = t

6. uxx + utt + xux = cos(x)

7. uxyt → 2ux + u = 0

8. (uxy)2 + uxx = 0

9. etuxx + xuyy → 3u = 5

10. sin(uxx) + uyy = 0

1 Nicht 1
. Homogen

Λ Nhom.Linear

2 Linea Homogen

1 Nicht 1
. Homogen

1 Nicht 1
.
Ihom

.

2 Linear Nhom.

3Linear Homogen

2 Nicht ↓. Homogen

2 Linear Nhom.

2 Nicht 1
. Homogen


