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1 Einfiihrung in mehrdimensionale Integration

In Analysis A haben wir Integrale von Funktionen einer Variablen betrachtet:

/a ’ f(2) da.

Diese beschreiben beispielsweise die Fldche unter dem Graphen der Funktion f auf dem
Intervall [a, b].
In Analysis B erweitern wir dieses Konzept auf Funktionen von mehreren Variablen. Der

wichtigste Fall zu Beginn ist eine Funktion von zwei Variablen

R =R, (z,y) — f(z,y)

Statt iiber ein Intervall in R integrieren wir nun iiber ein Gebiet R C R? in der Ebene.

Grundidee

Das Integral einer Funktion f(z,y) iiber ein Gebiet R nennt man Doppelintegral und

schreibt
/ /R f(z,y) dA.

Dabei steht dA fiir ein kleines Flachenelement in der xy-Ebene.
Anschaulich zerlegt man das Gebiet R in viele kleine Teilflachen AA. Auf jedem kleinen

Teilstiick ist der Funktionswert ndherungsweise konstant, sodass ein Beitrag der Form

fz,y) AA

entsteht. Die Summe all dieser Beitrage fithrt im Grenziibergang auf das Doppelintegral.

Geometrische Interpretation

Ist f(x,y) > 0, so beschreibt das Doppelintegral

//Rf(:v,y)dA

das Volumen des Korpers, der
e von oben durch die Fliche z = f(z,y),
e von unten durch die zy-Ebene (z = 0),

e und seitlich durch das Gebiet R



begrenzt wird.

Das Doppelintegral ist somit die Verallgemeinerung des Integrals in einer Variablen:
. fab f(x) dx beschreibt eine Fliche,

o [[5 f(z,y) dA beschreibt ein Volumen.

Typische Anwendungen

Flicheninhalt Wahlt man f(x,y) =1, so erhdlt man

ffo

also den Flacheninhalt des Gebiets R.

Masse einer diinnen Platte Ist p(z,y) eine Flachendichte, so ist die Masse einer
Platte iiber dem Gebiet R gegeben durch

m=[[ stevyas

Volumen unter einer Flache Ist f(x,y) > 0, so ergibt sich das Volumen unter dem
Graphen von f iiber dem Gebiet R als

V= //Rf(m,y) dA.

Merksatz

Ein Doppelintegral

//Rf(x,y)dfl

summiert die Funktionswerte f(z,y) tiber alle Flachenelemente des Gebiets R.

Dabei sind immer folgende Fragen zentral:
1. Wie sieht das Integrationsgebiet R aus?
2. Was beschreibt die Funktion f(x,y)?

3. Welche physikalische oder geometrische Grosse wird berechnet?



2 Iterierte Integrale auf Rechteckgebieten

Im einfachsten Fall integrieren wir iiber ein Rechteck der Form
R=la,b] x[e,d] = {(v,y) ER* |a<z<b, c<y<d}

In diesem Fall kann das Doppelintegral als iteriertes Integral geschrieben werden:

//Rﬂx,y)cm:/ab/cdﬂx,y)dydx.

e Zuerst wird nach der inneren Variablen integriert, hier also nach y.

Das bedeutet:

e Danach wird das Resultat nach der dusseren Variablen integriert, hier also nach .

Interpretation

Man kann sich das Gebiet R als Rechteck in der zy-Ebene vorstellen. Fiir jeden festen

Wert von x lauft die Variable y von ¢ bis d. Die innere Integration

[ sy

summiert also die Beitrége entlang eines vertikalen Streifens.

Anschliessend summiert die dussere Integration

/ab(---)d$

alle diese Streifen von links nach rechts auf.

Reihenfolge der Integration

Bei Rechteckgebieten kann man die Reihenfolge der Integration vertauschen:

//Rf(x,y)dA:/ab/cdf(x,y)dydx:/cd/abf(x,y)dxdy.

Das bedeutet:
e Entweder integriert man zuerst nach y und dann nach z,
e oder zuerst nach z und dann nach y.

Solange das Integrationsgebiet ein Rechteck ist und die Funktion stetig ist (was in diesem

Kurs immer der Fall ist), fithren beide Reihenfolgen zum selben Resultat.



Ubungsaufgaben: Iterierte Integrale auf Rechteckgebieten

Aufgabe 1. Berechne das Doppelintegral

Y
3
x+2y)dA
/ /R (z +2y) "
fir R={(z,y) eR*|0<2 <2, 1<y<3} 1 |
0 2
Aufgabe 2. Berechne das Doppelintegral Y

ME

/ /R (2 cos(y) + z) dA

fir R={(z,y) e R*|0<2 <2, 0<y< I}




3 Anwendungen: Integration von Dichtefunktionen

Eine wichtige Anwendung von Doppelintegralen ist die Berechnung der Masse einer diin-

nen Platte in der xy-Ebene.

Flachendichte

Sei R C R? das Gebiet, welches die Platte in der Ebene beschreibt. Ist die Masse nicht
tiberall gleichmiéssig verteilt, so wird sie durch eine Flachendichte p(x,y) beschrieben.

Dabei gibt p(x,y) an, wie viel Masse pro Flacheneinheit sich am Punkt (z,y) befindet.

Masse einer dunnen Platte

Die Gesamtmasse der Platte erhélt man, indem man die Dichte iiber das gesamte Gebiet

m=[[ stayas

e Man zerlegt die Platte in viele kleine Flachenelemente AA.

R integriert:

Anschaulich bedeutet dies:

e Jedes kleine Flachenelement besitzt ndherungsweise die Masse

pl,y) AA,

e Die Summe aller kleinen Massenbeitrage fiihrt im Grenziibergang auf das Doppelin-

tegral.

Spezialfall: konstante Dichte

Ist die Dichte iiberall konstant, also

p(z,y) = po,

so vereinfacht sich die Formel zu

m://RpodA:po//RldA.
//RldA

gerade den Fldacheninhalt von R beschreibt, gilt in diesem Fall:

Masse = Dichte x Flacheninhalt.



Dies ist genau die Verallgemeinerung der bekannten Formel aus elementaren Anwendun-

gen.

Rechteckiger Spezialfall

Ist das Gebiet ein Rechteck
R = [a,b] x [c,d],

so kann die Masse auch als iteriertes Integral geschrieben werden:

m://Rpu,y)dA:/ab/cdp@,y)dydas.

Ubungsaufgabe: Masse mit exponentieller Dichte

Eine diinne rechteckige Platte mit Gebiet R = {(z,y) € R* |0 <z <1, 0 <y < 2} habe
die Flachendichte p(z,y) = e**¥.

Bestimme die Masse der Platte.



4 Integration iiber allgemeine Gebiete
Bisher haben wir Doppelintegrale iiber Rechteckgebiete der Form
R =[a,b] x [¢,d]

betrachtet. In vielen Anwendungen sind die Integrationsgebiete jedoch keine Rechtecke,

sondern durch Kurven oder Funktionen begrenzt.

Beschreibung allgemeiner Gebiete

Ein Gebiet R C R? kann oft in der Form
R={(z,y) ER*|a <z <b, gi(z) <y < golx)}

beschrieben werden.
Das bedeutet:

e Die Variable z lauft von a bis b.
e Fiir jedes feste z lduft y zwischen zwei Funktionen g;(x) und go(x).

Geometrisch entspricht dies einer Beschreibung des Gebiets durch vertikale Streifen.

Analog kann man ein Gebiet auch durch
R={(z,y) €R’ [c <y <d hly) < < ha(y)}

beschreiben. Hier wird das Gebiet durch horizontale Streifen erfasst.

Doppelintegral iiber allgemeine Gebiete

Ist das Gebiet R wie oben beschrieben, so ergibt sich das Doppelintegral als iteriertes

z=b ry=ga(z
//fxydA / / f(z,y) dy dx.
y=

Im zweiten Fall erhédlt man entsprechend:

y=d x=ha(y
//fxydA / / f(z,y) dx dy.

Im Gegensatz zu Rechteckgebieten hingen die Integrationsgrenzen hier von der jeweils

Integral:

anderen Variable ab. Ich personlich bevorzuge die erste Variante, da sich viele Gebiete

natiirlich durch vertikale Streifen und Randkurven der Form y = g(x) beschreiben lassen.



Vorgehen in der Praxis

Beim Aufstellen eines Doppelintegrals iiber ein allgemeines Gebiet geht man systematisch

VOor:

1. Skizziere das Gebiet R in der zy-Ebene.

2. Entscheide, ob eine Beschreibung mit vertikalen oder horizontalen Streifen einfacher

ist.
3. Bestimme die dusseren Grenzen (fiir x oder y).
4. Bestimme die inneren Grenzen als Funktionen der anderen Variable.

5. Stelle das entsprechende iterierte Integral auf.

Die Wahl der Integrationsrichtung ist dabei nicht eindeutig. Je nach Form des Gebiets

kann eine Darstellung deutlich einfacher sein als die andere.

Ubungsaufgabe: Integration iiber ein allgemeines Gebiet

Berechne das Doppelintegral Yy
-y =2x
// (z +y*) dA |
R !
iiber R={(z,y) eR? |0< 2 <2 o <y< 2} |
—
0 2



Ubungsaufgabe: Integralgrenzen aus einer Skizze ablesen

Gegeben ist das Gebiet R C R2. y

a) Lies aus der Skizze die Integrationsgrenzen ab
und stelle das Doppelintegral auf: [[.(1+¢°)dA

b) Berechne das Integral.




Ubungsaufgabe: Integration iiber ein Gebiet mit Sinus-Rand

Gegeben ist das Gebiet R C R2.

a) Lies aus der Skizze die Integrationsgrenzen ab
und stelle das Doppelintegral auf: [[,(z +y)dA

b) Berechne das Integral, Tipp: [, sin®(z)dz = 5
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