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1 Kritische Punkte

Sei f: R? — R eine differenzierbare Funktion.

Gradient

Der Gradient von f ist definiert als

v = (40)

Der Gradient beschreibt die Richtung des stédrksten Anstiegs der Funktion.

Kritische Punkte

Ein Punkt (xg,yo) heisst kritischer Punkt, wenn

V f(o,90) = (8) :

Dies ist dquivalent zum Gleichungssystem
fo(z,y) =0, fy(2,y) =0.

Vorgehen

Um kritische Punkte zu bestimmen:

1. Berechne die partiellen Ableitungen f, und f,.
2. Setze den Gradienten gleich Null: V f(z,y) = 0.

3. Lose das entstehende Gleichungssystem, um die kritischen Punkte (x, y) zu erhalten.

Lokales Minimum bei P = (0,0) und V£(0,0) =0



Ubungsaufgaben: Kritische Punkte

Bestimme jeweils alle kritischen Punkte der folgenden Funktionen.

1. flx,y) =2*+y* + 22 — 4y

2. fr,y) =2 =3z +y? + 4y

3. flz,y) =2y —y

4. f(z,y) =e* +y* -2y

5. f(z,y) = 2? — dzy + 22 + 6y

6. f(x,y) = cos(x) + sin(y)



2 Klassifikation kritischer Punkte

Sei f:R? — R zweimal stetig differenzierbar und (¢, o) ein kritischer Punkt, d.h.
V (o, yo) = 0.

Hesse-Matrix

Die Hesse-Matrix ist die Matrix aller zweiten partiellen Ableitungen von f. Sie beschreibt
das Kriimmungsverhalten der Funktion in der Umgebung eines Punktes.

Die Hesse-Matrix von f im Punkt (zg, o) ist gegeben durch

fmz(x07 3/0) fxy(1'07 3/0)
H (20, 90) = .
740, 3o) (fyx(x()?yO) fyy(Ian0)>

Vereinfachte Notation
Schreibe

a

b .
b C) ) mit a = waE(I(]ayO)v b= fmy(x07y0)7 c= fyy<x07y0)~

Hi(zo,y0) = (
Dann gilt fiir die Determinante

det(H) = ac — b*.

Klassifikation

Setze
2

D = det(H) = fuu(0,90) fyy(z0,30) — (fry (0. 0)) "

Dann gilt:

D > 0 und a > 0 = lokales Minimum

D > 0 und a < 0 = lokales Maximum

D < 0 = Sattelpunkt

e D =0 = keine Aussage moglich



Vorgehen
1. Bestimme die kritischen Punkte P(xg, o) durch Vf = 0.
2. Berechne die zweiten partiellen Ableitungen.
3. Werte die Hesse-Matrix im Punkt (zo,yo) aus.
4. Berechne D = det(H (o, yo))-

5. Klassifiziere den Punkt.

Klassifikation kritischer Punkte als Flussdiagramm

Vf (%7 ?/0) =0
kritischer Punkt

det(H) <0 det(H) =0
Sattelpunkt keine Aussage

a<0
Maximum

det(H) >0

Extremum

a>0
Minimum



Ubungsaufgaben: Klassifikation kritischer Punkte

Klassifiziere die kritischen Punkte der folgenden Funktionen mithilfe der Hesse-Matrix.

Aufgabe 1 f(z,y) = 22 + y* + 2z — 4y, P=(-1,2)

Aufgabe 2 f(x,y) :x3—3rl:—|—y2+4y, pl = (17_2)7 PZZ(_17_2)



Aufgabe 3 f(x,y) = 22 — 4wy + 22 + 6y, P=(-3,-1)




Spezialaufgabe f(z,y) = cos(x) + sin(y), Pi = (kn, 2 +mm), kmeZ

Klassifiziere die kritischen Punkte P ,, in Abhéngigkeit von k& und m. Hinweis: Untersuche

die Paritat von k und m.
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