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1 Anwendungen totales Differential

Sei f(x,y) eine differenzierbare Funktion. Das totale Differential von f ist gegeben
durch

df = fo(x,y) dr + f,(7,y) dy

Dabei sind f, und f, die partiellen Ableitungen von f nach x bzw. y, und dz, dy beschrei-

ben kleine Anderungen der Variablen.

Das totale Differential liefert eine lineare Approximation der Funktionsdnderung:

Af ~ df

Ubungsaufgaben: Totales Differential

Aufgabe 1 (Kugel & Sternstruktur, totales Differential mit einer Variablen)
Eine Kugel hat das Volumen

V(r)=-mr’

a) Bestimme mit Hilfe des Differentials das Volumenelement dV fiir eine kleine Ande-

rung des Radius dr.

b) Eine Kugel hat einen Radius von r = 10 cm. Der Radius wird bei der Herstellung
um 0.1 cm grosser. Verwende das Differential, um niaherungsweise die Anderung des

Volumens zu bestimmen.

¢) Ein Stern wird ndherungsweise als Kugel betrachtet. Die Masse innerhalb eines Ra-
dius 7 sei M (r), und die Dichte sei eine radiusabhéngige Funktion p(r). In realen
Sternen ist die Dichte ndmlich nicht konstant: Im Sternkern ist die Materie meist
deutlich dichter als in den &usseren Schichten (Sternmantel). Die genaue Dichtever-

teilungsfunktion hingt vom Typ und Entwicklungsstadium des Sterns ab.

Die Masse einer diinnen Kugelschale der Dicke dr ist gegeben durch

dM = p(r)dV
Zeige, dass daraus folgt

dM
— = 4nr?

= p(r)



diinne Kugelschale




Aufgabe 2 (Totales Differential mit zwei Variablen)

Gegeben sei die Funktion
2

f@w:%+mW>

Bestimme das totale Differential df. Hinweis: Vereinfache zuerst den Logarithmus.

Aufgabe 3 (Atmosphirenmodell)

In einem einfachen Modell der Atmosphére sei die Temperatur gegeben durch
P
T(P,h) = —e hH
Po

Dabei ist P der Druck, h die Hohe, H die Skalenh6he und pg eine Referenzdichte. Bestim-
me das totale Differential dT'.



2 Taylorreihe fiir mehrere Variablen

Sei f(z,y) eine hinreichend oft differenzierbare Funktion und (zo,yo) ein Punkt. In der
Néhe von (zg, o) kann man die Funktion f durch ein Polynom approximieren. Diese Ap-

proximation nennt man die Taylorentwicklung von f um den Punkt (g, o).

Die Taylorentwicklung verallgemeinert die bekannte Taylorreihe aus einer Variablen auf
Funktionen mit mehreren Variablen. Dabei treten neben den ersten partiellen Ableitungen

auch hohere partielle Ableitungen wie f,,, fsy oder f,, auf.

Lineare Approximation

Die Taylorentwicklung erster Ordnung ist die lineare Approximation von f bei (xg, yo):

Pi(z,y) = f(x0,90) + fo(xo,y0)(x — x0) + fy(20, ¥0) (¥ — ¥o)-

Diese lineare Approximation entspricht der Tangentialebene an den Graph von f im
Punkt (zo, yo, f (2o, ¥0))-

Quadratische Approximation

Berticksichtigt man zusétzlich die zweiten partiellen Ableitungen, so erhélt man die Tay-

lorentwicklung zweiter Ordnung;:

Py(z,y) = f(z0,90) + [e(w0,90)(x — z0) + fy(20, %0) (¥ — vo)

+ %(fl’x(xm yO)(x - 130)2 + 2f1’y(x0a yO)(x - xO)(y - y[)) + fyy(l'o, yo)(y — y0)2>

Diese Approximation beschreibt die lokale Kriimmung der Funktion.

Kubische Approximation

Berticksichtigt man zusétzlich die dritten partiellen Ableitungen, so erhélt man die Tay-

lorentwicklung dritter Ordnung:

Py(z,y) = f(w0,90) + fa(T0, Y0)(x — 20) + fy(0, %0) (¥ — vo)

+ %(f:cx($07 ?/0)(33 — fBo)2 + Qfxy(l‘o, yo)(l' — xo)(y — y[)) + fyy(x07 yo)(y — y0)2>

+ %(fmm(xo, Yo)(z — 20)° + 3 fuzy(T0, Y0) (x — 70)*(y — wo)

+ 3fzyy(x07 Yo)(x — o) (y — ?Jo)2 + fyyy(%, Yo)(y — yo)s)



Allgemeine Idee

Fiir Punkte (z,y) in der Nahe von (zg,yo) gilt ndherungsweise

f(x7y) ~ Pn(‘rhy)?
wobei P, das Taylorpolynom n-ter Ordnung ist.

Je hoher die Ordnung des Taylorpolynoms, desto mehr Information {iber das lokale Ver-

halten der Funktion wird beriicksichtigt.

Spezialfall: Entwicklung im Ursprung

Ein besonders wichtiger Spezialfall ist die Entwicklung um den Ursprung (0, 0).

Py(z,y) = f(0,0) + f2(0,0)z + £,(0,0)y,

Pyfay) = F(0,0)+ £2(0.0)2 + £,(0,0)y + 5 (0,027 + 212, (0,0} + £1,(0,0)57)

Vorgehen zur Bestimmung eines Taylorpolynoms

1. Berechne die benétigten partiellen Ableitungen.
2. Werte alle Ableitungen im Entwicklungspunkt (xg, o) aus.
3. Setze die Werte in die Formel fiir P, P, oder Pj ein.

4. Vereinfache das resultierende Polynom.

Hinweis: Die Reihenfolge der Ableitungen spielt (fiir geniigend glatte Funktionen) keine
Rolle, d. h.

fwy = fy:r



Ubungsaufgaben: Taylorreihen

Aufgabe 1 (Taylorpolynom)

Bestimme das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Funktion

f(z,y) = e"sin(y)
im Punkt (0, 0).



Aufgabe 2 (Taylorpolynom)

Bestimme das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Funktion

flx,y) =n(2® +y+1)

im Punkt (0, 0).



3 Offene Mengen

In der Analysis spielt der Begriff der offenen Menge eine zentrale Rolle. Anschaulich
beschreibt eine offene Menge eine Punktmenge, in der jeder Punkt ein ,innerer Punkt® ist,
d.h. man kann sich um jeden Punkt herum ein kleines Gebiet vorstellen, das vollstandig

in der Menge liegt.

Definition (offene Menge in R™). Eine Menge U C R" heisst offen, wenn fiir jeden
Punkt xg € U ein Radius r > 0 existiert, so dass die offene Kugel

By (w0) = {z € R" | [l — 2of| <7}

vollstandig in U enthalten ist, also

BT(ZL’()) cU.

Geometrische Interpretation. Eine Menge ist offen, wenn man um jeden Punkt der
Menge eine kleine Umgebung zeichnen kann, die vollstdndig in der Menge liegt. Insbeson-

dere bedeutet dies, dass der Rand der Menge nicht zur Menge gehort.
Beim Bestimmen, ob eine Menge offen ist, hilft haufig folgende Frage:

Kann man um jeden Punkt der Menge eine kleine Umgebung zeichnen, die

vollstéandig in der Menge liegt?

Offene & Geschlossene Mengen in R

Bevor wir offene Mengen in hoheren Dimensionen betrachten, erinnern wir uns an Inter-

valle auf der Zahlengeraden.

Geschlossenes Intervall. Das Intervall [a,b] = {z € R | a < 2 < b} enthélt beide
Randpunkte. Die Punkte a und b gehoren also zur Menge.

Halboffene Intervalle. Die Intervalle (a,b] = {x € R | a < z < b} bzw. [a,b) = {z €
R | a <z < b} enthalten genau einen der beiden Randpunkte.

Offenes Intervall. Das Intervall (a,b) = {z € R | a < x < b} enthélt die Randpunkte a
und b nicht.

= Ein Intervall in R ist offen, wenn seine Randpunkte nicht enthalten sind.

offenes Intervall (a,b) geschlossenes Intervall [a, 0]

® @
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> Q



Offene & Geschlossene Mengen in R?

Nun betrachten wir Beispiele in zwei Dimensionen. In R? bestehen Punkte aus zwei Ko-

ordinaten (x,y).

Betrachte die beiden Mengen

U={(z,y) eR?|2® +3* <4},  V={(z,y) eR*|2® + ¢ <4}.
Beide Mengen beschreiben eine Kreisscheibe mit Radius 2.

Offene Menge. Die Menge U enthilt nur das Innere des Kreises. Der Rand 2% + 32 = 4
gehort nicht zur Menge. Um jeden Punkt von U kann daher eine kleine Kreisscheibe

gezeichnet werden, die vollstandig in U liegt. Somit ist U eine offene Menge.

Geschlossene Menge. Die Menge V' enthélt sowohl das Innere des Kreises als auch den
Rand 22 +y? = 4. Der Rand gehort also zur Menge, weshalb V' eine geschlossene Menge

ist.

Y
offene 1\101@% 2+t <4 geschlossene Mdnge 22 + 3% < 4
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