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1 Systeme von Differentialgleichungen

Bisher haben wir meistens einzelne Differentialgleichungen betrachtet, bei denen eine un-
bekannte Funktion gesucht ist. Bei einem System von Differentialgleichungen sucht man

mehrere unbekannte Funktionen gleichzeitig.

Ein einfaches System fiir zwei unbekannte Funktionen z(¢) und y(¢) hat zum Beispiel die

Form

Dabei beschreibt die erste Gleichung die Anderungsrate von (t), und die zweite Gleichung
beschreibt die Anderungsrate von y(t).

Die Gleichungen kénnen voneinander abhingen. Das bedeutet zum Beispiel, dass die An-
derung von z(t) nicht nur von z(t¢), sondern auch von y(t) abhéngt. In diesem Fall spricht

man von einem gekoppelten System.

Lineare Systeme

Ein besonders wichtiger Spezialfall sind lineare Systeme. Bei einem linearen System kom-
men die unbekannten Funktionen nur linear vor. Ein Beispiel mit konstanten Koeffizienten

ist

wobei a, b, c¢,d € R Konstanten sind.

Anfangsbedingungen

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen benotigt man haufig Anfangsbedingungen.
Bei einem System miissen Anfangswerte fiir alle unbekannten Funktionen gegeben sein,
zum Beispiel

x(0) = xo, y(0) = yo.

Die Losung des Systems besteht aus zwei Funktionen z(¢) und y(t). Fiir jedes ¢ erhélt man
dadurch einen Punkt (z(t), y(t)) in der xy-Ebene. Wenn ¢ variiert, beschreibt dieser Punkt

eine Kurve in der zy-Ebene. Diese Kurve nennt man auch Losungskurve oder Trajektorie.



2 Entkoppelte und teilweise entkoppelte Systeme

Bei einem System von Differentialgleichungen koénnen die Gleichungen unterschiedlich
stark voneinander abhédngen. Besonders einfach sind Systeme, bei denen mindestens eine

Gleichung unabhéngig von den anderen unbekannten Funktionen geldst werden kann.

Entkoppelte Systeme

Ein System heisst entkoppelt, wenn jede Gleichung nur von der zugehoérigen unbekannten

Funktion abhéngt. Zum Beispiel:

Dann kann man die beiden Differentialgleichungen unabhéngig voneinander 16sen.

2(t) = ftz()  und y(E) = g(ty(D)).

Das System zerfillt also in zwei einzelne gewohnliche Differentialgleichungen.

Teilweise entkoppelte Systeme

Ein System heisst teilweise entkoppelt, wenn nur eine der Gleichungen unabhéngig von

der anderen unbekannten Funktion ist. Zum Beispiel:

Die erste Gleichung kann direkt gelost werden, weil sie nur z(¢) enthélt. Hat man ()
bestimmt, setzt man diese Losung in die zweite Gleichung ein. Dadurch erhélt man eine

gewohnliche Differentialgleichung nur noch fiir y(¢).

Vorgehen

Bei teilweise entkoppelten Systemen geht man systematisch vor:

1. Suche eine Gleichung, die nur eine unbekannte Funktion enthélt.
2. Lose diese Gleichung zuerst.

3. Setze die gefundene Losung in die andere Gleichung ein.

4. Lose die dadurch entstehende Differentialgleichung.

5. Verwende die Anfangsbedingungen, um die Konstanten zu bestimmen.



Ubungsaufgabe: Teilweise entkoppeltes System

Bestimme die Losung des Anfangswertproblems

Hinweis: Lose zuerst die Gleichung fiir (t) und setze das Resultat anschliessend in die

zweite Gleichung ein.
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3 Gekoppelte Systeme

Bei einem gekoppelten System hédngen die Gleichungen gegenseitig voneinander ab. Das
bedeutet, dass keine Gleichung direkt unabhéngig von den anderen unbekannten Funk-
tionen geldst werden kann.

Ein typisches lineares gekoppeltes System mit konstanten Koeffizienten hat die Form

wobei a, b, c,d € R Konstanten sind. Fiir solche Systeme gibt es zwei wichtige Losungs-

methoden: die Eliminationsmethode und die Matrixmethode.

Eliminationsmethode

Bei der Eliminationsmethode eliminiert man eine der beiden unbekannten Funktionen.
Dazu leitet man eine der beiden Gleichungen nochmals ab und verwendet anschliessend
die urspriinglichen Gleichungen, um die andere Funktion zu ersetzen.

Die Grundidee ist:

System aus zwei DGLs erster Ordnung —  eine DGL zweiter Ordnung.

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung kann man dann mit den bekannten Methoden
16sen, zum Beispiel mit dem Euler-Ansatz. Danach bestimmt man die zweite unbekannte

Funktion durch Zuriickeinsetzen.

Matrixmethode

Das gleiche System kann man auch in Matrixform schreiben:

(x’(t)) _ <a b) (x(t))
y'(t) c d) \ylt))

Mit

schreibt man kurz

Einsetzen in Z'(t) = AZ(t) fithrt auf



Das bedeutet: A ist ein Eigenwert von A, und ¢ ist ein zugehoriger Eigenvektor.

Die Eigenwerte bestimmt man mit der Gleichung

det(A — \) =0, :: = ﬂ_= [g 2]

wobel [ die Identitatsmatrix bezeichnet. Fir eine 2 x 2-Matrix erhalt man also

det a=A b = 0.
c d— A

Diese Gleichung nennt man die charakteristische Gleichung der Matrix A.

Hat man einen Eigenwert \ gefunden, so bestimmt man den zugehorigen Eigenvektor o
durch
(A= X7 =0.

Fir eine 2 x 2-Matrix bedeutet das:

()00

Hat A zwei verschiedene Eigenwerte A1, Ao mit zugehorigen Eigenvektoren o7, v, dann ist

die allgemeine Losung

Z(t) = Cle)\lt{fl + 026)\2t7jg.

Vorgehen

Bei der Matrixmethode geht man systematisch vor:

1. Schreibe das System in der Form z'(t) = Az(t).

\)

. Bestimme die Eigenwerte von A mit det(A — AI) = 0.

3. Bestimme zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor durch

(A= X7 =0.

4. Setze die allgemeine Losung zusammen:

Z(t) == OleAltﬁl + 026)\2t172.

5. Verwende die Anfangsbedingungen, um die Konstanten C7, Cs zu bestimmen.



Inhomogene Systeme

Bei inhomogenen Systemen treten zusédtzlich Terme auf, die nicht von den unbekannten

Funktionen abhéngen. Zum Beispiel:

—

7(t) = AZ(t) + b(t).

Fiir solche Systeme ist die Matrixmethode zwar ebenfalls méglich, fithrt aber auf eine
Variante der Variation der Konstanten fiir Systeme. Diese Methode benotigt zusétzlichen

Formalismus und ist rechnerisch meist aufwendiger.

In dieser Ubungsstunde verwenden wir bei inhomogenen gekoppelten Systemen nur die
Eliminationsmethode. Dadurch erhéalt man eine inhomogene Differentialgleichung zweiter

Ordnung, welche mit den bekannten Methoden gelost werden kann:

allgemeine Losung = homogene Losung + partikuldre Losung.

Vergleich der Methoden

Fiir homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten kann man entweder die Eli-
minationsmethode oder die Matrixmethode verwenden. Beide Methoden liefern dieselbe

Losung, haben aber unterschiedliche Vorteile.

Der Vorteil der Eliminationsmethode ist, dass sie sehr direkt an die bekannten Methoden
fiir gewohnliche Differentialgleichungen anschliesst. Man reduziert das System auf eine
einzelne Differentialgleichung hoherer Ordnung und 16st diese dann wie gewohnt, zum
Beispiel mit dem Euler-Ansatz und gegebenenfalls mit einem Partikuldransatz. Deshalb

ist diese Methode besonders praktisch bei inhomogenen Systemen.

Der Vorteil der Matrixmethode ist, dass sie systematischer ist. Ein System mit zwei un-
bekannten Funktionen fiihrt auf eine 2 x 2-Matrix, ein System mit drei unbekannten
Funktionen auf eine 3 x 3-Matrix, und allgemein fiihrt ein System mit n unbekannten
Funktionen auf eine n x n-Matrix. Besonders bei grosseren homogenen linearen Syste-
men ist die Matrixmethode deshalb oft {ibersichtlicher und effizienter als das wiederholte

Eliminieren von Variablen.

Zusammengefasst:

¢ Eliminationsmethode: intuitiv, nahe an bekannten ODE-Methoden und beson-

ders praktisch bei inhomogenen Systemen.

e Matrixmethode: systematisch, gut fiir grossere Systeme und besonders praktisch

bei homogenen linearen Systemen.



Ubungsaufgabe: Matrixmethode

Bestimme die Losung des Anfangswertproblems mit der Matrixmethode:

/(1) = x(t) + 2y(1),
y(t) = 2x(t) + y(t),
z(0) =3, y(0)=1.
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Ubungsaufgabe: Eliminationsmethode

Bestimme die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems mit der Eliminationsme-

thode:

2(0) =0, y(0) =

Ix’(t) = a(t) + 2y(1),
F'(t) = 3x(t) + 2y(t) + 3¢,

0.

Hinweis: Leite die erste Gleichung nochmals ab und eliminiere anschliessend y(t).
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