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1 Definitionsbereich

Notation. Den Definitionsbereich immer in Mengenschreibweise angeben:
D = {(z,y) € R? | Bedingungen} oder D = {(z,y) € R?: Bedingungen}.

Nicht nur die Bedingung hinschreiben (z. B. “z # 07”), sondern die ganze Menge.
Hinweis. Typische Bedingungen:

Nenner # 0, v/ Argument : Argument > 0, In(Argument) : Argument > 0.

Ubungsaufgaben: Definitionsbereich

Bestimme jeweils den Definitionsbereich der folgenden Funktionen f : R? — R.
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Zusatz: Zeichne die Definitionsbereiche auf



2 Partielle Ableitungen bei invarianten Funktionen

Eine Funktion f : D — R heisst invariant unter der Vertauschung von x und y, wenn
gilt:
fley) = fly,x)  firalle (z,y) € D

Hinweis. Statt ,invariant unter der Vertauschung von z und y* kénnte man auch ,sym-
metrisch beziiglich der Vertauschung von x und 4 sagen. Wichtig ist jedoch, dass damit
nicht die Symmetrie gerade/ungerade aus Analysis A gemeint ist, sondern die Eigenschaft,
dass sich die Variablen z und y vertauschen lassen. Um Verwechslungen zu vermeiden,

verwende ich hier konsequent den Begriff | invariant®.

In diesem Fall kann man die beiden partiellen Ableitungen oft besonders effizient mitein-

ander in Beziehung setzen. Es gilt namlich:

fx(«r;y>:fy<y,$) und fy(x,y):fm(y,x)

Interpretation. Ist f invariant, so erhalt man die Ableitung nach y aus der Ableitung

nach z, indem man anschliessend z und y vertauscht (und umgekehrt).

Wichtig. Dies ist keine allgemeine Regel fiir beliebige Funktionen, sondern ein niitzlicher
Zusatztrick, der nur fiir Funktionen gilt, welche invariant unter der Vertauschung von z

und y sind.

Beispiel. Die Funktion
flz,y) = ln(azr2 +y? + 1) sin(zy)
ist invariant, da
f(y, ) = In(y* + 2* + 1) sin(yz) = In(2* + y* + 1) sin(zy) = f(z,y).

Merksatz. Bei Funktionen, welche invariant unter der Vertauschung von x und y sind,
gilt:
fley)=[fly.z) = folz,y)=f.2),  flz,y) = faly, o).

Bemerkung. Fiir den durch den Funktionsterm vorgegebenen Definitionsbereich gilt:
Bleibt der Funktionsterm unter z <+ y unveréndert, so bleibt auch der Definitionsbereich

unter x <> y unverdndert.



Ubungsaufgaben: Partielle Ableitungen

1. Bestimme f,(z,y) und f,(z,y) fir

f(z,y) = In(a®+9” + 1) sin(zy). horonz : £(xy) = £ly,x)
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3 Richtungsableitungen

Sei f : R? — R differenzierbar, P = (z,o) ein Punkt und 7 # 0 ein Richtungsvektor.

Der zugehorige normierte Richtungsvektor ist

N
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Die Richtungsableitung von f in P in Richtung von 7 ist gegeben durch

il
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Vorgehen.

1. Berechne den Gradienten V f(x,y).

[~

2. Normiere den Richtungsvektor: 4 = 0

3

E
3. Werte den Gradienten im Punkt P aus.

4. Berechne das Skalarprodukt Dgzf(P) = Vf(P) - .

Bemerkung. Die Reihenfolge der letzten beiden Schritte ist nicht entscheidend: Nachdem
der Gradient berechnet und der Richtungsvektor normiert wurde, kann man entweder

zuerst V f(P) auswerten oder direkt das Skalarprodukt berechnen.



Ubungsaufgabe: Richtungsableitung

Bestimme die Richtungsableitung von f im Punkt P in Richtung von 7

flzy)=e?In(z+y+2), P=(01), 7=(3-4).
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4 Tangentialebene und totales Differential

Sei f :R? — R differenzierbar.

Tangentialebene im Punkt (x¢,y):

2= f(xo,0) + fo(Z0, Yo)(x — o) + fy (20, %0) (Y — Yo)-

Totales Differential im Punkt (xzg,y):

df = fu(x0,0) dv + f, (70, %0) dy.

Fiir kleine Anderungen Az und Ay gilt niherungsweise

Af =df = fo(xo,90) Az + fy (0, y0) Ay.

Zusammenhang. Tangentialebene und totales Differential beschreiben dieselbe lineare

Approximation. Hat man die Tangentialebene

2= f(wo,90) + a(x — x0) + by — wo),

so folgt sofort
df = adx + bdy.

Ubungsaufgabe: Tangentialebene und totales Differential

Gegeben sei f(z,y) = 2%y + y*.

1. Bestimme die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (1, 2).

2. Lies daraus das totale Differential df im Punkt (1,2) ab.
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5 Kritische Punkte und Klassifikation

Sei f : R? — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.
Kritische Punkte. Ein Punkt P = (o, o) heisst kritischer Punkt, wenn

Vf<1’0,y0) = (g) ) Vf(x,y) = (j}gz7z;> :

Aquivalent dazu ist
fx(x(byO) =0, fy(wo,yo) = 0.

Hesse-Matrix. Zur Klassifikation eines kritischen Punktes verwendet man die Hesse-
Matrix

foe(@,y) [z, y)
Klassifikation. Fiir einen kritischen Punkt P = (xq, yo) setze

Hy(z,y) = (fm(%y) fxy<x7y)> '

D = det(Hp(x0,0)) = fou(0 %0) Ly (%0, 40) — (foy (0, %0))".

Dann gilt:
D > 0 und f,.(x0,y0) >0 = lokales Minimum,
D > 0 und f,.(x0,50) <0 = lokales Maximum,
D < 0 = Sattelpunkt,
D =0 = keine Aussage moglich.
Vorgehen.

1. Berechne f, und f,.

2. Bestimme die kritischen Punkte durch f, =0 und f, = 0.

3. Berechne fo., foy, fyy-

4. Werte die Hesse-Matrix im kritischen Punkt aus und berechne D.
5. Klassifiziere den Punkt.

Hinweis. Siehe Analysis B US 5 fiir ein iibersichtliches Flussdiagramm zur Klassifikation
kritischer Punkte.



Ubungsaufgabe: Kritische Punkte und Klassifikation

Bestimme alle kritischen Punkte von f und klassifiziere sie mit Hilfe der Hesse-Matrix:
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