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1. Kritische Punkte
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1 Kritische Punkte

Sei f :R? — R eine differenzierbare Funktion.

Gradient

Der Gradient von f ist definiert als

wren ()

Der Gradient beschreibt die Richtung des stiarksten Anstiegs der Funktion.

Kritische Punkte

Ein Punkt (xg,yo) heisst kritischer Punkt, wenn

V f(xo,y0) = (8) .

Dies ist dquivalent zum Gleichungssystem
falz,y) =0, fy(z,y) =0.

Vorgehen

Um kritische Punkte zu bestimmen:

1. Berechne die partiellen Ableitungen f, und f,.
2. Setze den Gradienten gleich Null: V f(z,y) = 0.

3. Lose das entstehende Gleichungssystem, um die kritischen Punkte (x, y) zu erhalten.

Lokales Minimum bei P = (0,0) und V£(0,0) =0



Ubungsaufgaben: Kritische Punkte

Bestimme jeweils alle kritischen Punkte der folgenden Funktionen.

1. flx,y) =2>+y* + 22 — 4y
fx=2x+2 ty=2-4 -4
0=2x+2 /-2 0 =2y-4- [+4 P(#Z)
2x=-2 /2 =4 [2
K=-4 !:2

2. fr,y) =2 —3x+y? + 4y

fx = 33- fy=2 *4
0x= 3:7'-.§ /+3 (Y)=27 +& /_+ PJMI-?-) MV\d %[_40—2)
=3 i3 | =% /2
e[| A=ZZ
Xa=t/
‘F = X "'/1
x by ?_ 221 o 6400 wd B0
e =1 /=
X‘1=t4

Domit 2xy=0 fr x=24 MUSS y=D seinf

4. flz,y) =¥ +y* -2y

fx = 2e fy=2y-2 Keine. keitisohnen-- ke, vorkowden

0= 2 0-— 2)/ 2 /"'2
YL'L

Exponentioltkk: sind we 0
5. f(z,y) = 22 — 4oy + 2x + 6y>

fx =2 -4y+2 fy = ~4x +1y X=X N
0=12x- 4')'+2 /,.4. 2| 0=-4x 4x + My [rdo 2y -4= 37 [~y =L
2x=4y -2 /2 Ax= A2y /:4 -4=y
=2yt X=%y X= 3/
N— L, K=-3

6. f(x,y) = cos(x) + sin(y)

£, = —sinlx] fy = asly)
0 =il /o) | 0= cosl) o P = (R (medn)  kmeZ

sni)=0  /oresin y=(m+E)w, meZ

X=Rkw, ke Z



2 Klassifikation kritischer Punkte

Sei f:R?* — R zweimal stetig differenzierbar und (¢, o) ein kritischer Punkt, d.h.
V (o, yo) = 0.

Hesse-Matrix

Die Hesse-Matrix ist die Matrix aller zweiten partiellen Ableitungen von f. Sie beschreibt
das Kriimmungsverhalten der Funktion in der Umgebung eines Punktes.

Die Hesse-Matrix von f im Punkt (zg, o) ist gegeben durch

fmz(x07 3/0) fxy(1'07 3/0)
H (20, 90) = .
740, 3o) (fyx(x()?yO) fyy(Ian0)>

Vereinfachte Notation
Schreibe

a

b .
b C) ) mit a = waE(I(]ayO)v b= fmy(x07y0)7 c= fyy<x07y0)~

Hi(zo,90) = (
Dann gilt fiir die Determinante

det(H) = ac — b*.

Klassifikation

Setze
2

D = det(H) = fou(0,90) fyy(x0,90) — (fy(z0. %0)) "

Dann gilt:

D > 0 und a > 0 = lokales Minimum

D > 0 und a < 0 = lokales Maximum

D < 0 = Sattelpunkt

e D =0 = keine Aussage moglich



Vorgehen
1. Bestimme die kritischen Punkte P(xg, o) durch V f = 0.
2. Berechne die zweiten partiellen Ableitungen.
3. Werte die Hesse-Matrix im Punkt (zo,yo) aus.
4. Berechne D = det(H (o, yo))-

5. Klassifiziere den Punkt.

Klassifikation kritischer Punkte als Flussdiagramm

Vf (%7 ?/0) =0
kritischer Punkt

det(H) <0 det(H) =0
Sattelpunkt keine Aussage

a<0
Maximum

det(H) >0

Extremum

a>0
Minimum



Ubungsaufgaben: Klassifikation kritischer Punkte

Klassifiziere die kritischen Punkte der folgenden Funktionen mithilfe der Hesse-Matrix.

Aufgabe 1 f(z,y) = 22 + y* + 2z — 4y, P=(-1,2)

i = 2x +72
fy -2y -4
\Cxx=2
‘ny=0
by = 1

e o)

D= det(Hy) = 22 -00 = 2
D= 4 >0 — Exlremum
0= fx = 2 20— Minmum

Lokales) Minmum dei P-4, 2)

AU-fgabe 2 f(x7y) = 1'3 — 3z +y2 +4y7 Pl = (17 _2)7 P2 = (_17 _2)

f = 3x% -3
ty =2y 4
fxx = Ox

by 0

fyy = 2

e ()

D= &) = 6x=2 - 00 = 42x




D{h-2) = 12 1= 42 >0 — Exremum
oy = {xx M,'z)

= 61 =6 >0— Mwwm

0E4-2) = 12:(A) = 12 4 0 — Sofefonniet-

Lokoles) Minmum 4 Pl4,-2) wnd Sefelounkt bei B (-4,-2)

Aufgabe 3 f(r,y) = a® —day+ 20+ 62, P = (=3,—1)
t« = x —4y+12
fy = A2y - 4x
fx= 2
Ty = =4
ty= 12
e )
£ 4m

D= detlHe) = 2212 - 4[4 = 24-46
D= 3 > 0 — Exfremum
a= £ (=31 = 250 — Miwmum

lLokoles) Minmum 6ei Pl=1, 2)

8




Spezialaufgabe f(z,y) = cos(x) + sin(y), Pen = (km, 2 +mm), kmeZ

Klassifiziere die kritischen Punkte Py ,, in Abhéngigkeit von k und m. Hinweis: Untersuche

die Paritat von k und m.

fx = -snlx
fy = asly
fix = -coslx)
'ny = 0

fy = -snly)

-tosl] 0
eton = ( 0 %@))
D = deblHy,y) = (estd)ofoinly)) - 020
D = cslx)sinly)
Dkr, (n+4)m) = coslin]- swbmen] = (=41% - bl = (-1
DPy) =A™

]k‘\'Wl

lelunf’orsme,idwxﬁ noch Pontot
kR Ym gleiche Poritat (beide Gorode odec bade UNgernde) 3 D = 4 >0 — Extremum
k9w witersdnedhiche Partot: D= -4 <) — Satfelounkt

R bmagode s 0= fo (km) = = A == (1) = =4 <0 — Mooonam
kbm g * o= foe o) = = (A == 1) = 4> 0 — Mtk

Y

Lusommengefosst—Punkt Py, (k) (m+%)w) st
kb wm gerade : lokoles  Moimumn

R¥m UNgemde b lokales  Minmum

- kb versdedene Fontat: Saelpunkt




