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1 Kritische Punkte

Sei f : R2 → R eine di!erenzierbare Funktion.

Gradient

Der Gradient von f ist definiert als

↑f(x, y) =

(
fx(x, y)

fy(x, y)

)

Der Gradient beschreibt die Richtung des stärksten Anstiegs der Funktion.

Kritische Punkte

Ein Punkt (x0, y0) heisst kritischer Punkt, wenn

↑f(x0, y0) =

(
0

0

)
.

Dies ist äquivalent zum Gleichungssystem

fx(x, y) = 0, fy(x, y) = 0.

Vorgehen

Um kritische Punkte zu bestimmen:

1. Berechne die partiellen Ableitungen fx und fy.

2. Setze den Gradienten gleich Null: ↑f(x, y) = 0.

3. Löse das entstehende Gleichungssystem, um die kritischen Punkte (x, y) zu erhalten.
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Lokales Minimum bei P = (0, 0) und ↑f(0, 0) = 0



Übungsaufgaben: Kritische Punkte

Bestimme jeweils alle kritischen Punkte der folgenden Funktionen.

1. f(x, y) = x
2 + y

2 + 2x↓ 4y

2. f(x, y) = x
3 ↓ 3x+ y

2 + 4y

3. f(x, y) = x
2
y ↓ y

4. f(x, y) = e
2x + y

2 ↓ 2y

5. f(x, y) = x
2 ↓ 4xy + 2x+ 6y2

6. f(x, y) = cos(x) + sin(y)
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2 Klassifikation kritischer Punkte

Sei f : R2 → R zweimal stetig di!erenzierbar und (x0, y0) ein kritischer Punkt, d.h.

↑f(x0, y0) = 0.

Hesse-Matrix

Die Hesse-Matrix ist die Matrix aller zweiten partiellen Ableitungen von f . Sie beschreibt

das Krümmungsverhalten der Funktion in der Umgebung eines Punktes.

Die Hesse-Matrix von f im Punkt (x0, y0) ist gegeben durch

Hf (x0, y0) =

(
fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)

fyx(x0, y0) fyy(x0, y0)

)
.

Vereinfachte Notation

Schreibe

Hf (x0, y0) =

(
a b

b c

)
, mit a = fxx(x0, y0), b = fxy(x0, y0), c = fyy(x0, y0).

Dann gilt für die Determinante

det(H) = ac↓ b
2
.

Klassifikation

Setze

D = det(H) = fxx(x0, y0) fyy(x0, y0)↓
(
fxy(x0, y0)

)2
.

Dann gilt:

• D > 0 und a > 0 ↔ lokales Minimum

• D > 0 und a < 0 ↔ lokales Maximum

• D < 0 ↔ Sattelpunkt

• D = 0 ↔ keine Aussage möglich



Vorgehen

1. Bestimme die kritischen Punkte P (x0, y0) durch ↑f = 0.

2. Berechne die zweiten partiellen Ableitungen.

3. Werte die Hesse-Matrix im Punkt (x0, y0) aus.

4. Berechne D = det(Hf (x0, y0)).

5. Klassifiziere den Punkt.

Klassifikation kritischer Punkte als Flussdiagramm

↑f(x0, y0) = 0

kritischer Punkt

Hf (x0, y0) =

(
a b

b c

)

det(H) = ac↓ b
2

det(H) < 0

Sattelpunkt

det(H) = 0

keine Aussage

det(H) > 0

Extremum

a < 0

Maximum

a > 0

Minimum



Übungsaufgaben: Klassifikation kritischer Punkte

Klassifiziere die kritischen Punkte der folgenden Funktionen mithilfe der Hesse-Matrix.

Aufgabe 1 f(x, y) = x
2 + y

2 + 2x↓ 4y, P = (↓1, 2)

Aufgabe 2 f(x, y) = x
3 ↓ 3x+ y

2 + 4y, P1 = (1,↓2), P2 = (↓1,↓2)

fr = 2π + 2

fy = 2
y
- 4

fxx = 2

fay = O

tyy = 2

름위
D = det (Hf 1 = 22 - 0 . 0 = 2

D = 4 > 0 · Extremum

a = fex = 270 . Mimimum

Klokales) Minimum bei Pl-1, 2)

fe = 3×2 . 3

fy = 2y
+ 4

fxx= 6x

fxy = O

fyy = 2

+ 여양 1일
D = det (Ht ) = 6K 2 - 0 . 0 a 12×



Aufgabe 3 f(x, y) = x
2 ↓ 4xy + 2x+ 6y2, P = (↓3,↓1)

D
,
(1 , -2) = 120 1 = 12 > 00 Extremum

an = fxx (1 , - 2) = 601 = 6 > 0 > Minimum

D(1, -2) = 120 f1) = 1240a Sattelpunkt

Klokales) Minimum bei Pil1
, -2) und Sattelpunkt bei B-1 , -2)

fャ = 2× - 4y + 2

fy = 12y
- 4ャ

frr = 2

fey = 4

tyy : 12

t = 岸
D = detiHtl = 212t 14 % -4) = 24 - 16 = 8

D = 8 > 0. Exremum

a = fxx)- 3, - 1) = 230 · Minimum

Klokales) Minimum bei Pl-1, 2)



Spezialaufgabe f(x, y) = cos(x) + sin(y), Pk,m =
(
kω,

ω
2 +mω

)
, k,m ↗ Z

Klassifiziere die kritischen Punkte Pk,m in Abhängigkeit von k und m. Hinweis: Untersuche

die Parität von k und m.

fx == sink)

fy =cosly)

fxx == cos(x)

fy = O

tyy = -sinly)

H + k)=(양
0

-sinlyll
D = detlttenl = (coskllo - sinly)) - 0 . 0

D = cosk)sinly)
D 1 Kπ

」
1m+{)π ] =coslkals' n \m= 511R 。-11 ” = 11

km

D(Prim) = (- 1)k+m

Fallunterscheidung nach Parität

R & m gleiche Parität (beide Serade oder beide UNgerake) : D = 1 0 s Extremum

Rom unterschiedliche Parität : D = -1O Sattelpunkt

ROmgerada : a = fxx (Rm) = - (-1)
*
= - (1) = - 1 > 0 a Maximum

R&m UNgerade : a = +xx (k) = - 1-1(k = - (-1) = 1)0a Minimum

Zusammengefass spunkt PrimIR ,
Im Ent ist :

R & m gerade : lokalesMaximum

R & m UNgerade · lokales Minimum

Rom verschiedene Parität : Sattelpunkt


