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1 Richtungsableitung

Sei f : R2 → R di!erenzierbar und P = (x0, y0) ein Punkt. Während die partiellen Ab-

leitungen die Änderung in x- bzw. y-Richtung messen, beschreibt die Richtungsableitung

die Änderung von f in beliebiger Richtung.

Definition. Sei ωr ein Richtungsvektor. Zuerst bestimmen wir den normierten Richtungs-

vektor

ωu =
ωr

|ωr|
Dann ist die Richtungsableitung von f im Punkt P definiert durch

Dωuf(P ) = lim
h→0

f(P + hωu)↑ f(P )

h
.

Dabei gilt

P + hωu = (x0, y0) + h(u1, u2) = (x0 + hu1, y0 + hu2)

Zusammenhang mit dem Gradienten.
Ist f di!erenzierbar, so gilt

Dωuf(P ) = ↓f(P ) · ωu, ↓f(x, y) =

(
fx(x, y)

fy(x, y)

)

Dabei bezeichnet · das Skalarprodukt der beiden Vektoren, also

↓f(P ) · ωu = fx(P ) u1 + fy(P ) u2

Geometrische Bedeutung. Die Richtungsableitung misst die Änderungsrate von f ,

wenn man sich vom Punkt P in Richtung des Vektors ωu bewegt.

Die Richtungsableitung ist also das Skalarprodukt des Gradienten mit dem normierten

Richtungsvektor.

Vorgehen zur Berechnung der Richtungsableitung

1. Gradient berechnen ↓f(x, y)

2. Im Punkt auswerten ↓f(P )

3. Richtungsvektor normieren ωu = ωr
↑ωr↑

4. Skalarprodukt berechnen Dωuf(P ) = ↓f(P ) · ωu



Übungsaufgabe: Richtungsableitung

Gegeben seien

f(x, y) = x3 + x2y2, ωr = (3,↑4), P = (1, 2)

Bestimme die Richtungsableitung von f im Punkt P in Richtung von ωr.

1. Gradient berechnen

fャ lt , y] = 3×
2
←

ty22

2zyfyk ,y) =

Ofle , y ) = (
Ber +

ry)
2
. Gradient im Punkt P(1 ,2) answerten

0f /1 ,2)=|(
β 是+
. 2 |

of (9 ,2) = |4]
3. Richtungsvektor normieren

lIrell = 32 + 543 = 25 = 5

ぴ = =%) = s]

4. Skalarprodukt bilden

Duof 19, 21 = Ofh21- uo = 1M 。 (βus ] = M . 3 + 40
(

台 )

Drf(1 ,2) = 33 1 = 1 Gradient auf einem allgemeinen
Punkt P(x,y) :}Drpf (1 , 2) = 17 Dky 1

= (3+
2+ 2 y)|

Put (x,y) = 3(3x2+ 2xy2) - 42xy



2 Tangentialebene

Sei f : R2 → R di!erenzierbar und (x0, y0) ein Punkt im Definitionsbereich von f .

Definition. Die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (x0, y0, f(x0, y0)) ist

gegeben durch

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x↑ x0) + fy(x0, y0)(y ↑ y0)

Interpretation. Die Tangentialebene beschreibt die beste lineare Approximation der

Funktion f in der Nähe des Punktes (x0, y0). Sie ist die Verallgemeinerung der Tangente

für Funktionen mehrerer Variablen.

Vorgehen zur Bestimmung einer Tangentialebene

1. Partielle Ableitungen fx und fy berechnen.

2. Funktionswert f(x0, y0) bestimmen.

3. Ableitungen im Punkt einsetzen: fx(x0, y0) und fy(x0, y0)

4. In die Tangentialebenenformel einsetzen.
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Tangentialebene an f(x, y) = x2 + y2 im Punkt (1, 1, 2)

Graph von f

Tangentialebene
Berührpunkt



Übungsaufgaben: Tangentialebene

Aufgabe 1
Gegeben sei die Funktion

f(x, y) = x2y + y2

Bestimme die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (3, 4).

Aufgabe 2
Gegeben sei die Funktion

f(x, y) = ln
(
x2 + y2

)

Bestimme die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (1, 1).

10x & fy 4. Tangentialebene aufstellen

feliy] = ≈ * * 2 f(xayo) + fx(xo ,yok - xo) + fy(xa ,yo)(y-yo)

fyliyl = 2× z = In 12] t lok- 11th . ly-1x2 + y2

Z = x + y + (n(2) - 22. &3
.
Fkts-werte bestimmen

f 11 , n ) = 1n (12 +12 ] =| a(2

f대i ) =
201
^

12+ 어2

1fyH ) =2 =

2자

10x & fy 4. Tangentialebene aufstellen

fakiy ] = 2 f(xayo) + fx(xo ,yok - xo) + fy(xa ,yo)(y-yo)고
i
2 n +

fyliy ] = 2y z = In 121 t Nok -11 toly - 11x2 + y2

乙 = x + y + (n(2) - 22. &3
.
Fkts-werte bestimmen ㅣf [l , 1 ] = |n (1 P+2 ) =| u(2

어+ 내고
F-Hi ) =

201
= ^

2t
1=fy( ,1) = 12+ 13



3 Linearisierung und totales Di!erential

Sei f : R2 → R di!erenzierbar und (x0, y0) ein Punkt.

Linearisierung. In der Nähe des Punktes (x0, y0) kann die Funktion f durch eine lineare

Funktion approximiert werden. Diese sogenannte Linearisierung ist gegeben durch

L(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x↑ x0) + fy(x0, y0)(y ↑ y0)

Diese Funktion entspricht genau der Gleichung der Tangentialebene an den Graphen von

f im Punkt (x0, y0, f(x0, y0)).

Für Punkte (x, y) nahe bei (x0, y0) gilt daher näherungsweise

f(x, y) ↔ L(x, y)

Totales Di!erential. Setzt man

dx = x↑ x0, dy = y ↑ y0,

so kann die approximative Änderung der Funktion geschrieben werden als

df = fx(x0, y0) dx+ fy(x0, y0) dy

Das totale Di!erential df beschreibt die approximative Änderung der Funktion f am

Punkt (x0, y0), wenn sich x um dx und y um dy ändern.

Notation für kleine Änderungen. Oft schreibt man für die tatsächliche Änderung

einer Variablen

!x = x↑ x0, !y = y ↑ y0

Für kleine Änderungen gilt näherungsweise

!f ↔ df

Das totale Di!erential liefert also eine lineare Approximation der tatsächlichen Funkti-

onsänderung.



Übungsaufgaben: Totales Di!erential

Aufgabe 1
Gegeben sei die Funktion

f(x, y) =
↗
x↑ y

Bestimme das totale Di!erential df im Punkt (3, 1).

Aufgabe 2
Gegeben sei die Funktion

f(x, y) = tan

(
x

y

)

Bestimme das totale Di!erential df im Punkt (1, 1).

3.. Totales Differential1
.
Partielle Ableitungen

falty ) = I-ッ df = fx (3
,
1)dx + fy(3 , 1)dy

fylty ) = I ャ - ッ df = 12 de 212 dy

2
.
Im Punkt Pl3 , 1) answerten

f× (31 =
ty (31= 0월

u= tanlu)

}
여해 = ,

#= cobel- sectful = 1 Vy = - #2

1
.
Partielle Ableitungen 3.. Totales Differential

faltiyl =
、 sec

2 l , 1
df = F에d *+ fylln ]dy

fy(x,y) = yzsey) df = sec(1)dx-seedy

df = sech(1) : ( (x - (y)
2
.
Im Punkt P(1 , 1) answerten

fallill = 1secl? ) = secelll

fylll 1 =2sei]= - sec= ll 1



Aufgabe 3 (Thermodynamik)
Die ideale Gasgleichung lautet

PV = nRT,

wobei P der Druck, V das Volumen, T die Temperatur und n,R Konstanten sind.

1. Drücke den Druck P als Funktion von T und V aus.

2. Bestimme das totale Di!erential dP .

3. Verwende das totale Di!erential, um eine lineare Näherung für die Druckänderung

!P = P ↑ P0 zu bestimmen, wenn sich die Temperatur um !T = T ↑ T0 und das

Volumen um !V = V ↑ V0 ändern.

1. Funktion p IT = T- To
, AV = V - Vo

PV =nRT 1: V AP w IP

PIT, V) = 唱
CP = nRST - HET I

⑦

22. Totales Differential
SP -MEST -N

Partielle Ableitungen :

? = 음 , : = -n&

Totales Differential :

do = : dT + v dV
∞

dP = n2bT nRT

33 Lineare Näherung für

Druckänkerung AP

Ausgangspunkt (To , Vol gilt :

Po =
"vo


