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1 Mehrdimensionale Funktionen

In Analysis A betrachteten wir hauptsichlich Funktionen einer Variablen, also Abbildun-
gen
f:R—=R, x— f(z)

In Analysis B erweitern wir diese Idee auf mehrere unabhéngige Variablen. Der wichtigste

Fall zu Beginn ist
[iRP=S R, (z,y) = flz,y)

Dabei sind x und y unabhingige Variablen (Inputs), und der Funktionswert f(z,y) ist
der Output.

Geometrische Interpretation. Eine Funktion f : R? — R kann man als Hohenfunktion
tiber der Ebene verstehen: jedem Punkt (z,y) in der Ebene wird eine Hohe z = f(z,y)
zugeordnet. Der zugehorige Graph ist Graph(f) = {(z,y,2) € R® | z = f(x,y)}.

Da der Graph in R? liegt, zeichnen wir Funktionen in zwei Variablen oft indirekt, z.B.

tiber Niveaumengen (Niveaulinien).

Niveaumengen / Niveaulinien. Fiir einen festen Wert ¢ € R heisst

{(z,y) e R?*| f(z,y) = ¢}

die Niveaumenge (in R? auch: Niveaulinie) zum Niveau c. Intuitiv sind das die Punkte
in der Ebene, an denen die ,,Hohe" gleich bleibt. Diese Idee ist analog zu Hohenlinien auf

topographischen Karten.

Graph von f(x,y) = e”sin(y)
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Definitionsbereich (Domain): Grundidee & Vorgehen

Der Definitionsbereich (auch: Definitionsmenge) einer Funktion f ist die Menge aller

Inputs, fiir die die Funktionsvorschrift sinnvoll definiert ist:
D = {(z,y) € R*| f(z,y) ist definiert}.

Prinzip: Man startet mit D = R? und entfernt dann systematisch alle Punkte & Bereiche,
die aufgrund von ,Verbotsschildern® nicht erlaubt sind. Am Ende erhélt man Dy als Schnitt
aller Bedingungen.

Typische ,Verbotsschilder* (wie in Analysis A):

e Nenner: Fin Nenner darf nie 0 sein.

etwas
u ist nur definiert, wenn Nenner # 0.
Nenner

e Gerade Wurzel: Unter einer geraden Wurzel muss der Ausdruck nichtnegativ sein.
(Ausdruck) ist nur definiert, wenn Ausdruck > 0.

e Logarithmus: Das Argument eines Logarithmus muss positiv sein.

In(Argument) ist nur definiert, wenn Argument > 0.

Verkettungen (Kompositionen): ,innen vor aussen‘. Bei zusammengesetzten Aus-

driicken priift man die Bedingungen in der richtigen Reihenfolge:
1. Zuerst muss der innere Ausdruck tiberhaupt definiert sein.
2. Dann kommen die Bedingungen des dusseren Ausdrucks hinzu.

In der Praxis bedeutet das: man sammelt alle notwendigen Ungleichungen/Gleichungen

und bildet deren Schnittmenge.

Merksatz. Der Definitionsbereich in mehreren Variablen ist konzeptionell identisch zu
Analysis I — nur dass wir jetzt statt Punkten in R typischerweise Kurven, Geraden oder

Fléichen aus R? ausschneiden.



Ubungsaufgaben: Definitionsbereich

Bestimme jeweils den Definitionsbereich der folgenden Funktionen f : R? — R.

;
L f@9) = =D ={ k) eR?] oy} 1

1

2. flz,y) = VA—22— 12 D= {(xy)eR*| x2+y*< 4} %
\—Y—/

1
3. flz,y) = \/TT D= i(x,y]élkq xq'*\/z > /l]'

4 f(.y) =(2%) = fy-l) — D= Lxy)eR7| x >0, y 202

Logovithwus: X-yY>0 /-%

—y>-x /=4 o . '
Schwierig y< X Hurademschronkvg storker als Logurthmus
® flo,y) = In(w—y) |ead = Inbey] 2055 x-vief’ D= {lxyle R*| yex-4}
X=y24 [/-x
=Y 24-x /- (-A) Y
Y& x-4

. f(x,y):w} x«-Y>0—vy>—x}D={(x|y)ekz| y>_xl yaﬁX}

$2_y2 }xq'-Yl#O—\y;ttx

o UMY

in Bedingung;
Y >-X enthalien

; K,

Zusatz: Zeichne die Definitionsbereiche auf



2 Partielle Ableitungen

In Analysis A haben wir Funktionen einer Variablen f(x) betrachtet und deren Ableitung

f'(z) = lim

h—0

flz+h) = [(x)
- :

Fiir Funktionen f : R? — R hiingt der Funktionswert von zwei unabhiingigen Variablen
ab:

fz,y).

Um die Anderungsrate zu messen, variieren wir nur eine Variable und halten die andere
fest.

Definition. Die partielle Ableitung nach x ist definiert als
fl@+hy) — fzy)

0f(z,y) _ .
. .

ox h—0

Die partielle Ableitung nach y ist definiert als

Of(ey) . flay+h) = @)
) .

dy h—0

Interpretation.
e f.(x,y) misst die Anderungsrate in 2-Richtung (bei festem ).
e f,(z,y) misst die Anderungsrate in y-Richtung (bei festem ).

Man kann sich das geometrisch als Tangenten an Schnittkurven vorstellen:

x> f(z,90), y = f(zo,y).

0 0
Partielle Ableitungsoperatoren. Statt 6_f und 8_f schreibt man auch 9, f, 0,f oder

T Y
fz, fy- Dabei bedeutet a%: Ableiten nach x bei festgehaltenem y.

Hohere partielle Ableitungen erhélt man durch wiederholtes Ableiten, zum Beispiel

_ 0

- o2’

o2 f

fSCy

Die Reihenfolge der Ableitungen spielt (fiir gentigend glatte Funktionen) keine Rolle, d. h.
f Ty — f yx

Rechenregel.

Beim partiellen Ableiten behandelt man die jeweils andere Variable als Konstante.



Ubungsaufgaben: Partielle Ableitung
Bestimme jeweils die partiellen Ableitungen f, und f,,.

1. f(x,y) = cos(x?y)

£x: u= ca§(x] v= xq'] fx<lxy) = - 'lxysin(xﬁ)’)
W=-sinbd | v'= ‘ny

. W= cusly) V= x = —sinl?
fy ' h':—sihl/] V= xa.y] FY(X'Y) Kamix VJ

2. f(z,y) = sin(z® + 3?)

fxi “l’ sinfx) \ll= x> +y7' fx byl = 3x* cos(x® + y2)
W=0SI¥) | y'=3x%

{7'. v =S'lh[7) v = *3""/1] ‘fy("l)') = 7.)1 COS()(3+\/2)
wW=asty) | v'= 2y

3. f(z,y) = tan(cosz - siny)

£3 U=ty | V= cos)sinly) _ - _sinxlsinb)
I I fba¥) = 7 o2 casiaainty)
w52 () [V'=-smixl sinly)
€3 U= fanly) | V= cosbsinG) £ ky) = cos (x)cos )
"= a;:_z(y) V= wshdensty) | " casH{casbdsinty))
4 flay) = cos(z%y)
’ r+y - mnix®y) — 2
f)( . n= mb(\ V= x"y u= CQSlX.IYJ V= X*\, fx (X,‘/) = 2"7 (X+Y)S|:\x(t y])'l ms{x Y)
W=-sinbd | v=2xy [ w=-2xysinbly)| v'= 4 Y
gys u=osl) |v=xly) u= csbdy) V=xry _ —xZ(xay)snlx®y) — caslxty
T s [V [ e gty | v )S Friee) = peo )

5. f(z,y) = x e
h
fxlxiy) = g

fylxy) = x sinhly) emmy)



3 Totale Ableitung und Kettenregel
Sei f:R? = R und
= f(xv y)7

wobei x und y selbst Funktionen einer Variablen ¢ seien:

Dann héngt z indirekt von ¢ ab:

Totale Ableitung.

Die Ableitung von z nach ¢ erhélt man mit der mehrdimensionalen Kettenregel:

dz  Of(z,y) dx N of (x,y) dy

dt  Ox dt oy dt

Interpretation.
Die totale Anderung ist die Summe der Anderungen in 2- und y-Richtung, gewichtet mit

den jeweiligen Anderungsraten von z(t) und y(t).

Verallgemeinerte Kettenregel.
Fir f: R" — R und

Z‘Z:.Z'l(t), izl,...,n,

gilt

d “ Of dz;
Ef(xh”"xn)_izlﬁﬁi o



Ubungsaufgaben: Totale Ableitung

d
Berechne jeweils g
dt

1. z2=xzy, z=1t> y=sint

9z d z ¢
o0 B R

ZH= y- 2+ + x-cosiy
2'H= snlh)-2+ + & s
2/ = 2tginl) + +2coslt)

2. z=a2>+9y* x=cost, y=sint
2/ = 2xelsnlt]) + - cos

2'(H) = - 2sinlPeosth) + 2sin(h coslH
zZ'H=0

% =0 —» z ig Konsbwile dor Zeit —» 2 is+ e Evhaltungsgrisse (Mlgomne. Medonik./FC 3)

3. z=¢e%, w=t y=1t
2= yeT2r + xeT3H*
2= R ot v P 3
2/ = 2%+ et
2'H = 5+4e,+s

4. z=In(z+vy), x=c¢€, y=t

1 t A
Zlu‘)= x+y "0t Xy 2t

1.

e 24

Z'[H= eFefr ¥ etz
+

Z'U')= e + 2+

e+




4 Gradient

Sei f :R? — R differenzierbar.

Definition. Der Gradient von f ist der Vektor der partiellen Ableitungen

Vf(e.y) = (&f(x,y)) ‘

Oy f(z,y)

Der Gradient hiingt vom Punkt (z,y) ab und beschreibt die lokale Anderung der Funktion.

Geometrische Bedeutung. Der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs

der Funktion. Die maximale Anderungsrate von f in diesem Punkt betrigt

IV f(x,y)l.

Der Gradient steht ausserdem senkrecht auf den Niveaulinien der Funktion.

Steilster Anstieg: Ouf
9y f

O
Geringster Anstieg (Steilster Abfall): — (6’ j:)
Yy

)
Kein Anstieg (Niveaulinie): ( 5 }f>



Ubungsaufgabe: Gradient und Richtungsableitungen
Gegeben ist f(z,y) = sin(z® + y?).
1. Bestimme den Gradienten V f(z,y).

A 3x2¢us(x3+y’-)) = 24y2)e (3x1)

2. Bestimme die Richtung des steilsten Anstiegs im Punkt P = (1,1). . .
° © omaqeior s celson sl
£x )

ST
Stelster Mnctieg Pl — (fy(M)] = s’ (344) = us(2) @
Voo

3. Bestimme die Richtung des stidrksten Abfalls im Punkt P = (1, 1).

e -3
teister Aol Pl —=(§ien) ==ast® o)+ (375 ) = - )+ (3) = o) (_2)
Rty des
stoarksion Abfall

4. Bestimme einen Richtungsvektor entlang der Niveaulinie durch P = (1,1)

(also eine Richtung mit keiner Anderung von f).

=2
Niveswdine, : (_2(&’,44)]) = as(2) ( 3)

o , o f
ﬂGcMIw‘ dec Nvenwhwie .

Fie QicWrwwbm ard Vorfaktoren (omscer Vorzeichen wie +&-) e,ﬁall do diese
nur Einfluss ouf den  Relrog vow Veklor hoben ober nicht auf dessen ﬁidtﬂumb



