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ODE’s 1. Ordnung mit Quotiententermen: z-Substitution

Treten in einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung Ausdriicke wie £, m

oder Potenzen davon (z.B. i—i) auf, so kann die Gleichung oft durch eine geeignete z-
Substitution vereinfacht werden.
Typischerweise setzt man

x
z:g oder z=—,
x Yy

wodurch sich die Differentialgleichung in eine separierbare Gleichung fiir z(x) umformen
lasst. Anschliessend 16st man diese Differentialgleichung nach z und erhélt am Ende durch

Riicksubstitution die gesuchte Funktion y(x).

Beispielaufgabe: 16a (Analysis A & B Altpriifung 2021S)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung:

x > 0 und in einem geeigneten Intervall.
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Homogene ODE’s hoherer Ordnung: Eulerscher Ansatz

Wir betrachten lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

any™ (@) + an 1y V(@) + -+ ary (z) +agy(e) =0, @, £0
Schritt 1: Eulerscher Ansatz Wir setzen
y(x) =e
Dann gilt y®)(z) = \¥e**, und nach Einsetzen erhilt man
P (an/\” + Ay AN N+ ao) =0
Da e’ #£ 0, folgt die charakteristische Gleichung

A\ 4 @y N A Fag =0

Schritt 2: Nullstellen bestimmen Bestimme die (ggf. komplexen) Nullstellen )y, . ..

des charakteristischen Polynoms inklusive ihrer Vielfachheiten.

Schritt 3: Allgemeine Losung aufbauen
e Reelle, einfache Nullstelle \:  y(z) = C el

e Reelle Nullstelle A mit Vielfachheit r:
y(x) = (Co+ Cro + -+ + Croqa’ 1) e
e Komplexes (konjugiertes) Paar A = a £, (5 # 0):

y(z) = e*(C} cos(Bz) + Cysin(Bz))

; Am

e Rein Imaginire Nullstellen \ = +if, (8 # 0): Hinweis: Rein imagindre Null-

stellen sind ein Spezialfall der komplexen Figenwerte wo der Realteil oo = 0 ust.

y(x) = C) cos(fz) + Cysin(fx)

Hinweis Bei einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthélt die allgemeine Losung

typischerweise n unbekannte Konstanten. Um daraus eine eindeutige spezielle Losung zu

erhalten, ben6tigt man daher n unabhéngige Nebenbedingungen (z. B. Anfangswerte), mit

denen diese Konstanten bestimmt werden.



Beispielaufgaben (Eulerscher Ansatz)

Bestimme die Losung des Anfangswertproblems

y'(2) =3/ (1) + 2(x) =0, y(0)=2 y(0)=5

Bestimme die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

¥ (@) +y¥ (@) =0



Ubungsaufgabe (fiir die Studierenden)

Bestimme zuerst die allgemeine Losung der Differentialgleichung

mz"(t)+kx(t)=0  km>0
Lose dann das Anfangswertproblem
z(0) = s, Z'(0) = v

Hinweis: Diese Differentialgleichung beschreibt den harmonischen Oszillator, z. B. ein un-
gedampftes Feder—-Masse-System. Dabei sind & und m positive reelle Konstanten. In die-

sem Kontext bezeichnen wir ¢ als Zeitvariable und x(t) als die zugehorige Auslenkung.



Inhomogene ODEs héherer Ordnung (Stérfunktion)

Wir betrachten lineare inhomogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
any™ (@) + an 1y V(@) -+ ary (2) +aoy(e) = s(x),  an #0,

wobei s(x) die Storfunktion (Inhomogenitét) ist.

Vorgehen

1) Homogene Gleichung 16sen Zuerst 16st man die zugehorige homogene Differenti-
algleichung
any™ +an 1y + - ary +agy =0

(z.B. mit dem Eulerschen Ansatz) und erhélt die homogene Losung

yhom(x)

2) Ansatz fiir eine partikulidre Losung Anschliessend stellt man passend zur Stor-

funktion s(z) einen Ansatz fiir eine partikuldre Losung auf:
Ypart () (Ansatz)

3) Einsetzen und Koeffizienten von y,,(z) bestimmen Man setzt ypa(z) (und
seine Ableitungen) in die inhomogene Differentialgleichung ein und bestimmt die unbe-

kannten Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich.

4) Allgemeine Losung Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

ist dann

Y(T) = Ynom (™) + Ypart ()



Ansatzwahl fiir die partikuldre Losung (Mini-Tabelle)

Storfunktion s(x) Ansatz fiir ypar(2)
Polynom
s(x) =ap+ a1z + -+ a,a” Ypart () = Co + Chz + - - + Cpz”

Spezialfall: 0 ist m-fache Nullstelle des | ypart(T) = 2™ (Co +Cix+---+ Cnx”)

char. Polynoms

Exponentialfunktion

s(z) = Aek® Ypart (T) = CeM™

Spezialfall: k ist m-fache Nullstelle des | ypar(x) = C z™e"®

char. Polynoms

Schwingung

s(z) = Asin(wz) + B cos(wx) Ypart(€) = Cy sin(wz) + Cy cos(wx)

Spezialfall: +iw ist m-fache Nullstelle des | ypar(z) = 2™ (C) sin(wz) + Cs cos(wz))

char. Polynoms




Beispielaufgabe (inhomogene ODE 2. Ordnung)

Bestimme die Losung des Anfangswertproblems

y'(x) =3y (z) + 2y(z) =¥, y(0)=0, ¢ (0)=1



Ubungsaufgabe (fiir die Studierenden)

Bestimme die Losung des Anfangswertproblems

y'(x) = 2/ (2) + y(z) = 30 + 27,



