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1 Integrationstrick: Identitaten & Rechenregeln

Trigonometrische Identitaten verwenden

Bei Integralen mit trigonometrischen Funktionen lohnt es sich oft, zuerst vor dem inte-
grieren passende Identitdten zu benutzen. Damit kann man viele Produkte oder Quadrate

vereinfachen und das Integral deutlich leichter berechnen.

Die wichtigsten niitzlichen trigonometrischen Relationen

sin’(z) + cos?(z) = 1 cos®(z) = o CZS(2$>
sin(z) cos(z) = 3 sin(2z) sin?(z) = 1- 0(2)5<233)

Produkt-zu-Summen-Formeln
sin(az) sin(bz) — % [cos((a — b)) — cos((a + b)a)]
sin(az) cos(bx) = % [sin((a + b)) + sin((a — b)a)]
cos(az) cos(bx) % [cos((a — b)) + cos((a + b)z)]

Beispielaufgabe

Bestimme die Stammfunktion F(x) von:

Flz) = / sin?(x) cos?(x) da



2 Integrationstrick: Bruchfunktionen

Quotient aus Ableitung und Funktion

Bei vielen Bruchfunktionen erkennt man den Zéahler als Ableitung des Nenners. Dann

lasst sich das Integral sehr schnell mithilfe einer Logarithmus-Stammfunktion berechnen.

Wichtige Formel (logarithmische Ableitung) Sei v(z) eine differenzierbare Funk-
tion (mit v(z) # 0). Dann gilt

U/(ZL‘) = v
/U(x) dx =Infv(z)| + C

(Begriindung: Substitution v = v(x), du = v'(x) dx)

Beispielaufgabe

Oft liegt ein Integral nicht sofort in der Form % vor. Mit einer geschickten Umformung

kann man den Ausdruck jedoch so ,zurechtbiegen®, dass die logarithmische Ableitungsregel

anwendbar wird. Ein klassisches Beispiel ist:

F(z) = /tan(:z:) dx



Weitere Ubungsaufgaben (fiir die Studierenden)

/
In allen folgenden Aufgaben kann durch geeignete Umformung die Regel / V(@) dr =
In [v(x)| + C verwendet werden. Bestimme folgende Stammfunktionen:

2 1
1. Fi(z) :/de

222 + 2x

1 — 22

3z _ -3z
3. F3(x) = /ﬁ dx, Tipp: Verwende die Definition des Tangens Hyperbolicus

4. Schwierigere Aufgabe

1
Fae) = / tan(z) In|sin(z)| e




3 Klassifikation gewohnlicher Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine unbekannte Funktion und deren
Ableitungen vorkommen. Die Funktion selbst ist also noch nicht bekannt, sondern soll
mithilfe geeigneter Methoden aus der Differentialgleichung bestimmt werden. Man unter-

scheidet grob zwischen
e gewlOhnlichen Differentialgleichungen (engl. ordinary differential equations, ODEs),
e partiellen Differentialgleichungen (engl. partial differential equations, PDEs).

Gewohnliche Differentialgleichungen (ODEs) beschreiben Funktionen, die nur von einer
Variablen abhéngen (z.B. y = y(z)). Partielle Differentialgleichungen (PDEs) beschrei-
ben Funktionen, die von mehreren Variablen abhéngen (z.B. u = u(z,t)) und enthalten
partielle Ableitungen.

In Analysis A und B betrachten wir ausschliesslich ODEs. PDEs spielen in diesem Kurs
keine Rolle und kénnen hier vollstdndig ignoriert werden. Wenn im Folgenden von ,Diffe-

rentialgleichungen die Rede ist, sind immer gewdhnliche Differentialgleichungen gemeint.

Ordnung

ODEs lassen sich weiter klassifizieren. Ein erstes, sehr wichtiges Kriterium ist die Ordnung

der Differentialgleichung:

e Fine DGL erster Ordnung enthélt die gesuchte Funktion, eventuell sogenannte
Storterme (z.B. bekannte Funktionen von z), und nur die erste Ableitung y'(x),

aber keine hoheren Ableitungen.
e Eine DGL hoherer Ordnung enthélt zusétzlich auch hohere Ableitungen wie

y"(x), y®(z) usw.

Linearitat

Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung heisst linear, wenn sie in der Form

v (@) + ana(2) gD (@) + -+ an(2) ' (2) + ao(w) y(2) = g()
geschrieben werden kann. Dabei sind ay, ..., a,_1 und g gegebene Funktionen von z.
Wichtig ist:

e y.y,...,y" kommen nur in erster Potenz vor,
e Ableitungen von y werden nicht miteinander multipliziert,

e cs treten keine Ausdriicke wie 32, |/y, sin(y) usw. auf.



In dieser Vorlesung:

e Bei DGL erster Ordnung spielt Linearitat keine grosse Rolle, da wir alle vorkom-
menden Gleichungen mit Separation der Variablen (allenfalls nach Homogenisierung

oder Substitution) behandeln kénnen.

e Bei DGL hoherer Ordnung betrachten wir nur lineare Gleichungen. Diese 16sen

wir mit dem Euler-Ansatz und dem charakteristischen Polynom.

Homogenitat

Ein weiteres wichtiges Klassifikationskriterium ist die Homogenitdt.

Eine lineare DGL n-ter Ordnung hat allgemein die Form

an(2) Y™ (@) + an-1(2) YV (2) + -+ ar(2) Y (@) + ao(2) y(2) = g(2),

wobei die ai(z) gegebene Funktionen sind und g(z) die sogenannte Inhomogenitit oder
Storfunktionist.

e Ist g(z) = 0, so heisst die Gleichung homogen.

e Ist g(z) # 0, so heisst die Gleichung inhomogen.
Beispiele:

y"+2y=0 = homogen, y"+y=sinz = inhomogen.



Ubung: Klassifikation von Differentialgleichungen

Klassifiziere die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen. Trage fiir jede DGL
e die Ordnung (z.B. 1,2, 3, ...),
e dic Linearitét (bei ODE’s hoherer Ordnung: linear / nichtlinear)
e die Homogenitét (homogen / inhomogen)

in die vorgesehenen Felder ein.

DGL Ordnung Linearitat Homogenitét
Y +3y=0

y =2z

y =y’

y'+y=0

y" =3y + 2y =¢€"

y' =)




Losungsverfahren anhand Typ der ODE

ODE
1. Ordnung Ehéhere Ordnung}
] nichtlinear
homogen inhomogen
nicht behandelt

Separation

Variation
der Variablen der Konstanten inhomogen
(evtl. z = y/x) (evtl. z =y/x)

A |
uler-Ansatz partikuldrer Ansatz

Der obige Baum zeigt, wie wir gewthnliche Differentialgleichungen (ODEs) einteilen. An-

hand dieser Einteilung kénnen wir jeweils ablesen, mit welchem Verfahren eine gegebene
ODE in dieser Vorlesung gelost wird (zum Beispiel Separation der Variablen, Variation

der Konstanten oder Euler-Ansatz mit partikulirem Ansatz).

In dieser Ubungsstunde betrachten wir jedoch nur ODEs erster Ordnung und iiben die

zugehorigen Methoden.



4 Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Gewohnliche Differentialgleichungen (DGLs) erster Ordnung sind Gleichungen der Form

Y(z) = F(z,y),

in denen die gesuchte Funktion y(z) nur durch ihre erste Ableitung und eventuell durch

auftretende Funktionen von x und y vorkommt.

Allgemeine & spezielle Losungen: Wiederholung der Integration

Aus der Integration kennt man bereits das Phdnomen der Integrationskonstante: Lost

man etwa F'(x) = f(x), so erhdlt man die allgemeine Stammfunktion
F(x)—/f(x)dx—i—C, C eR.

Erst eine Zusatzbedingung wie F'(z¢) = Fj bestimmt den Wert der Konstante eindeutig
und liefert eine spezielle Losung.

Ganz analog verhélt es sich bei DGLs erster Ordnung: Die allgemeine Losung enthalt
eine Integrationskonstante C. Eine Anfangs- oder Nebenbedingung (z. B. y(zo) = yo) legt

diese Konstante fest und bestimmt so die spezielle Losung.

Beispielaufgabe: Spezielle Losung Bestimme die allgemeine Losung der Gleichung

und verwende anschliessend die Nebenbedingung, um die spezielle Losung zu bestimmen:

y'(x)=2x und  y(2)=5

Dieses Beispiel zeigt: Fine DGL 1. Ordnung zu losen bedeutet oft nichts anderes, als wie
gewohnt zu integrieren und danach eine Anfangsbedingung einzusetzen. Die Methode der

Separation der Variablen verallgemeinert genau dieses Vorgehen.



Separation der Variablen

Viele in dieser Vorlesung vorkommenden DGLs erster Ordnung lassen sich mit Separation
der Variablen 16sen. Eine Differentialgleichung heisst separierbar, wenn sie sich (allenfalls

nach geeignetem Umformen oder einer Substitution) in die Form

bringen lasst.

In diesem Fall konnen wir die Variablen trennen und beide Seiten integrieren:

/A(y) dy = /B(x) dx + C

Eine haufige, aber nicht die einzige Form einer separierbaren Gleichung ist

Typische Beispiele separierbarer Gleichungen:
e Homogene DGL erster Ordnung,

e Gleichungen, die nach einer Substitution wie z = z(y) oder z = z/y in eine sepa-

rierbare Form gebracht werden koénnen.

Separation der Variablen liefert stets die allgemeine Losung der homogenen (separierba-
ren) Gleichung.

Viele DGLs erster Ordnung sind jedoch inhomogen. Diese homogenisieren wir zuerst und
16sen die homogene Gleichung per Separation der Variablen. Die vollstdndige Losung

erhalten wir danach mit der Variation der Konstanten.



Beispielaufgabe

Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

y'(z) = —ky(z),  y(0)= No,

wobel k£ > 0 und Ny Konstanten sind.
1. Lose die Differentialgleichung mittels Separation der Variablen.
2. Bestimme die allgemeine Losung y(z).

3. Bestimme diejenige Losung (spezielle Losung), welche den Anfangswert y(0) = Ny
erfiillt.

Hinweis: Diese Gleichung beschreibt z. B. Zerfalls- oder Abnahmeprozesse, kommt jedoch

hier nur als reines mathematisches Beispiel vor.



Ubungsaufgaben: Separation der Variablen

Lose jede der folgenden gewohnlichen DGLs (bzw. Anfangswertprobleme) mit Separation
der Variablen. Gib jeweils die allgemeine Losung an; falls ein Anfangswert gegeben ist,

bestimme zusatzlich die spezielle Losung.




Variation der Konstanten

Bei einer inhomogenen DGL erster Ordnung besteht der Losungsweg in zwei Schritten:
zuerst bestimmen wir die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, danach bauen
wir den Storterm der inhomogenen Gleichung durch Variation der Konstanten in die

Losung ein.

1. Schritt: Homogenisieren und homogene Losung bestimmen

Gegeben sei eine inhomogene DGL erster Ordnung
Y (x) = F(z,y)

Um die homogene Gleichung zu erhalten, entfernen wir den inhomogenen Term (Stor-
term). Die homogene Gleichung 16sen wir mit Separation der Variablen und erhalten die

allgemeine Losung der folgenden Form wobei C' die Integrationskonstante ist:
Yhom(7) = (2, C)

2. Schritt: Variation der Konstanten
Um eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, erlauben wir der Integrationskon-
stante C' der homogenen Losung abhéngig von x zu werden. Wir ersetzen also C' durch

eine Funktion K (z) und betrachten den Ansatz

C = K(x)

Ypart(2) = O(z, K (7))

Wir leiten y,ar () nach x ab und setzen sowohl yp..¢ () als auch g7, () in die inhomogene
Gleichung ein. Dabei verschwinden alle Terme, die K (z) enthalten, und es bleibt eine
Gleichung tibrig, die nur bekannte Terme von x sowie den Ausdruck K'(z) enthélt. Diese

Gleichung lasst sich nach K’'(z) aufldsen und integrieren:
K(z) = /K’(a:) dx + C, C € R (Konstante)

3. Schritt: Einsetzen und allgemeine Losung
Setzen wir die gefundene Funktion K (z) in den Ansatz yp..(x) ein, erhalten wir eine

spezielle Losung der inhomogenen Gleichung:

ypart(x) = &()

Diese enthélt nur bekannte Ausdriicke in  und Konstanten, aber keine unbekannten Funk-
tionen mehr. Eine Anfangs- oder Nebenbedingung bestimmt schliesslich die verbleibende

(Integrations)-Konstante C' der Losung.



Beispielaufgabe: Variation der Konstanten

Lose das Anfangswertproblem

y'(r) =e" =3y(x), y(0)=1

Bestimme die Losung mittels Variation der Konstanten.
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