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1 Regel von Bernoulli-I’Ho6pital

Kurztheorie

Die Regel von Bernoulli-I"'Hépital hilft bei Grenzwerten der Formen

0
— oder
0

818

Sind f, g in einer Umgebung von a differenzierbar (ausser evtl. in a) und ¢'(z) # 0, dann

gilt

) S
2 ee) e ()

falls der rechte Grenzwert existiert oder +oco ist. Vorher immer priifen, ob tatséchlich

’

eine unbestimmte Form vorliegt: bei anderen Formen zuerst umformen (z. B. Produkt —

Quotient, rationalisieren, logarithmieren).

Beispielaufgabe

Berechne

8]

L= lim(1+x)=

z—0t

Typische Fallstricke

0

e Nicht anwenden bei 0 - 0o, 0o — 00, 0°, 1%°, 00? usw. — zuerst umformen.

e Voraussetzungen priifen: Differenzierbarkeit in der Umgebung, Nennerableitung un-
gleich 0.

e Nach einer Anwendung bleibt oft noch eine unbestimmte Form bestehen = Regel

von ’'Hopital nochmals anwenden oder geschickter umformen.



Ubungsaufgaben (fiir die Studierenden)

1. lim z lnx
z—0t

. sinz —«x
2. lim ——
x—0 333

o Vli4axr—1
3. llm —-———

x—0 €T

(a € R)

r __ -z
4. lim =——°
=0 tan(z)



2 Mittelwertsatz

Kurztheorie

Sei f : [a, b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b). Dann existiert ein ¢ € (a, b)

Fo =101

mit

Geometrische Bedeutung: Die Tangentensteigung im Punkt z = ¢ (=momentane An-
derungsrate f'(c)) ist gleich der Sekantensteigung durch (a, f(a)) und (b, f(b)) (=durch-
schnittliche Anderungsrate auf [a, b]).

Spezialfall (Rolle): Wenn zusétzlich f(a) = f(b) gilt, existiert ein ¢ € (a, b) mit f'(¢) =0

(waagrechte Tangente).

Y
Ala, J(@) )
’,«"‘ Tangente in ¢: f'(c) = 2.5
() —
JPtae Sekante: m = f(;)f(a) =25
—a

Beispielfunktion f(x) = x*> mit a = 0.5 und b = 2

Beispielaufgabe

Zeigen Sie, dass ein ¢ € (0, ) existiert, so dass

2
sin(c) = —.
m

d
Hinweis: Wéhle eine geeignete Stammfunktion mit I f(z) = f'(x) = sin(z) und wende
x

den Mittelwertsatz an, um die Existenz eines solchen ¢ nachzuweisen.



Ubungsaufgaben (fiir die Studierenden)

1. Direkte Anwendung (Polynom): Finde ¢ € (1,4) geméss Mittelwertsatz fiir
f(x) = 2? auf [1,4].

2. Trigonometrisch (Existenz eines c¢): Zeige, dass es ein ¢ € (0, 7) gibt mit

sin(m) — sin(0)

cos(c) = 5
7T J—

3. Exponentialfunktion: Finde ¢ € (0,1) geméss Mittelwertsatz fiir f(z) = e* auf
[0, 1].

4. Rolle (gleiche Randwerte): Zeige: Fiir f(x) = 2% — 4z + 3 auf [1, 3] existiert ein

¢ € (1,3) mit f'(c) = 0. Bestimme ein solches c.



3 Kurvendiskussion - Allgemein

Kritische Punkte und Klassifikation

Kritische Punkte: Ein Punkt zy € Dy heisst kritisch, wenn

f,(l’o) = O

Diese Nullstellen der ersten Ableitung f'(x) (und ggf. Randpunkte eines betrachteten In-
tervalls) sind Kandidaten fiir lokale Extrema oder Sattel-/Wendepunkte.

Zweiter Ableitungstest: Hat man die Nullstellen von f’(x), also die z, gefunden, dann

setzt man sie in die zweite Ableitung f”(z) ein und betrachtet den Wert:

f"(x9) <0 = lokales Maximum
f"(xg) >0 = lokales Minimum
f"(xg) =0 = keine Entscheidung (z.B. Sattel/Wendepunkt méglich)

Spezialfall: Wendepunkte & Sattelpunkte Zum FErmitteln von Wendepunkten geht
man dhnlich vor wie beim Ermitteln von Maxima und Minima, findet in diesem Fall aber
die Nullstellen der zweiten Ableitung f”(xg) = 0. Das sind Wendepunkte.

Sattelpunkte sind ein Spezialfall von Wendepunkten. Falls man einen Wendepunkt ge-
funden hat, setzt man dieses x( in die erste Ableitung ein. Ergibt sich f’(x¢) = 0, dann
hat man einen Sattelpunkt. Alle Sattelpunkte sind Wendepunkte (da sie ein Spezialfall
von Wendepunkten sind), aber umgekehrt gilt nicht, dass alle Wendepunkte Sattelpunkte
sind. Man kann es sich so merken: Alle Tauben (Sattelpunkte) sind Vogel (Wendepunkte),
aber nicht alle Vogel sind Tauben!

Sattelpunkt — freiwilliger Zusatztest Erfiillt ein zy die notwendige Bedingung:

f(xg) =0 und [f"(z¢) =0,

Dann kann man mit der hinreichenden Bedingung nochmals zusédtzlich bestatigen, dass

es sich auch wirklich um einen Sattelpunkt handelt:

f"(x0) #0

Hinweis: Ist dagegen f"”(z9) = 0, sagt dieser Test nichts aus — dann benétigt es eine

andere Priifung (miissen wir aber nicht machen in diesem Kurs).



Wachstumsverhalten

Interpretation von f’(z):

f'(x) >0 = f wichst
filx) <0 = ffallt
f'(x) =0 = Kandidat fiir ein Extremum / Plateau

Vorgehen: Die kritischen Punkte (Nullstellen von f’) sowie Stellen, an denen f’ nicht
definiert ist (sofern x € D), unterteilen den Definitionsbereich in Intervalle. Wéhle in
jedem Intervall einen Testpunkt und bestimme das Vorzeichen von f’: daraus folgt, ob f
dort wachst oder féllt.

Merksatz: Lokale Extrema kénnen nur an kritischen Punkten oder an Randpunkten

eines betrachteten Intervalls auftreten.

Kriimmungsverhalten

Interpretation von f”(z):

f"(z) >0 = Kurve ist konver (linksgekriimmt)
f"(z) <0 = Kurve ist konkav (rechtsgekriimmt)
f"(x) =0 = Kandidat fiir einen Wendepunkt

Vorgehen: Gleiches Vorgehen wie bei Wachstumsverhalten, aber statt die kritischen
Punkte (Nullstellen und Definitionsliicken der ersten Ableitung), schaut man sich die
Nullstellen der zweiten Ableitung f”(xy) = 0 an und unterteilt den Definitionsbereich
nach ihnen. In jedem Intervall wiahlt man dann einen Testpunkt und bestimmt das Vor-
zeichen von f”: Daraus folgt das Kriimmungsverhalten der Funktion.

Merksatz: Ein Wendepunkt liegt vor, wenn sich das Kriimmungsverhalten an einer Stelle

dndert (von konvex zu konkav oder umgekehrt).



Ubungsaufgabe (fiir die Studierenden)

Fiihre eine vollstdndige Kurvendiskussion (Definitionsbereich, kritische Punkte, Wachstums-

und Kriimmungsverhalten) von folgender Funktion durch:

fla) = za® = 52°
Yy
Max
P
Sattel T

Min




Was man zusatzlich machen konnte

Das oben Beschriebene ist das Mindestmass fiir eine vollstdndige Kurvendiskussion (allge-

mein fiir alle Funktionen). Je nach Funktionstyp kann man jedoch noch mehr untersuchen.

Allgemein (fiir alle Funktionen):
e Nullstellen der Funktion bestimmen.
e Symmetrie der Funktion bestimmen (gerade, ungerade oder keine Symmetrie).

e Grenzwerte untersuchen: lirin (x) (Verhalten im Unendlichen) sowie Grenzwerte
T—>00

an Definitionslicken.
e Wertebereich (Bildmenge) abschétzen /bestimmen.

e Skizze des Funktionsgraphen aufzeichnen.

Funktionstyp-spezifisch:
e Trigonometrische Funktionen: Periodizitit ermitteln.

e Gebrochenrationale Funktionen: Asymptoten (vertikal/horizontal/schief) und

Definitionsliicken unterscheiden (hebbare Liicken vs. Polstellen).

Insbesondere Asymptoten & Definitionsliicken bei gebrochenrationalen Funktionen

sind fiir uns wichtig — diese betrachten wir im néchsten Abschnitt genauer.



4 Kurvendiskussion - Gebrochenrationale Funktionen

Fall: Zahlergrad > Nennergrad
Wenn der Zihlergrad > Nennergrad ist: sofort Polynomdivision machen.

Divisionsrest ()

——= = (Quotient-Polynom) +
q() { ) q()

TV
Asymptotenfunktion A(x) N

TV
Restfunktion R(x)

Damit hat man in einem Schritt:

e die Asymptote: Asymptotenfunktion A(x)
e die Art der Definitionsliicke bei Nullstellen von ¢:

— Rest = 0 = hebbare Liicke ("Loch")
— Rest # 0 = Polstelle (vertikale Asymptote)

Beispiel: hebbare Definitionsliicke

Gegeben sei
f(l")_—xZ_l Dy =R\ {-1}
T a

Fiihre Polynomdivision durch und zeige, dass es sich um eine hebbare Liicke handelt.




Beispiel: Polstelle

Gegeben sei
22+ 1
o= B =R\{-1)

Fiihre Polynomdivision durch und zeige, dass es sich um eine Polstelle handelt.

Fall: Zahlergrad < Nennergrad

Wenn der Zihlergrad < Nennergrad ist: Keine Polynomdivision moglich:

Sei f(x) = l% mit Polynomen p, g und deg p < deg ¢, dann gilt automatisch:
q(x
_oplx) : o
lim —= =0, = horizontale Asymptote: y = 0 (x-Achse).
r—+oo q(x)

Die Asymptote ist bei solchen Funktionen demnach immer automatisch die Gerade y = 0
(die x-Achse).



Vorgehen bei Definitionsliicken:

e Kiirzen priifen: Haben p und ¢ einen gemeinsamen Faktor (x — a), so kann man

ple) _ (x—a)ple) _ ()
(@) " - @)

Dann liegt bei x = a eine hebbare Liicke (Loch) vor.

kiirzen:

(x # a).

T
T

e Polstellen: Nullstellen des (nach dem Kiirzen) verbleibenden Nenners liefern Pol-

stellen (vertikale Asymptoten).

Beispiel: hebbare Liicke und Polstellen

Gegeben sei die Funktion
(x —1)(x+2)
(22 —1)(z — 3)

Aufgabe: Bestimme die Definitionsliicken von f und klassifiziere sie durch geeignetes

fz) =

Kirzen in hebbare Liicken und Polstellen.

Hinweis: Uberlege zuerst, fiir welche = der Nenner null wird, und priife anschliessend, ob

sich gemeinsame Faktoren mit dem Zahler kiirzen lassen.



Kurvendiskussion — Schritt-fiir-Schritt (Mindestmass)

1. Definitionsbereich bestimmen
Wo ist f definiert? (Nenner # 0, Wurzel-Argument > 0, Log-Argument > 0, ...)

2. Ableitungen berechnen
Finde f'(z) und f”(x) (mit ihren Definitionsbereichen).

3. Extrema finden (2. Ableitungstest)

Bestimme die Nullstellen von f’(z); setze diese xy in f”(x) ein:

f ”(900) <0 = lokales Maximum
f"(xz9) >0 = lokales Minimum

f"(z9) =0 = keine Entscheidung

4. Wendepunkte / Sattelpunkte finden
Bestimme die Nullstellen von f”(z) (Kandidaten fiir Wendepunkte). Sattelpunkt,
falls zusétzlich f'(xo) = 0.

5. Wachstumsverhalten / Monotonie (mit f’)
Teile den Definitionsbereich durch Definitionsliicken und kritische Punkte (Nullstel-

len von f’) in Intervalle. Wéhle pro Intervall einen Testpunkt o und priife f'(xo):

f'(xg) >0 = f ist (streng) monoton wachsend

f'(xo) <0 = fist (streng) monoton fallend

6. Kriimmungsverhalten (mit f”)
Teile den Definitionsbereich durch Wendepunkt-Kandidaten (Nullstellen von f”) in

Intervalle. Priife pro Intervall einen Testpunkt x:

f"(z0) >0 = konvex (linksgekriimmt)

f"(z0) <0 = konkav (rechtsgekriimmt)
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