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1 Begriffe & Notation von Funktionen

Kurztheorie. Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung f: D — Z

e Definitionsmenge (Domain): D (méogliche Inputs)

Zielmenge: 7

Bild-/Wertemenge: W = f(D) = { f(z) | x € D} (m6gliche Outputs)

Urbild: Fir S C Zist f1(S)={ze€D]| f(z) €S}

Graph: Gy = {(z, f(z)) | x € D}

D f:D—>Z Z

(keine Funktion)

Oben: Funktion mit Bildmenge W = f(ID) (nicht surjektiv). Unten: Zuordnung, die keine Funktion ist.

Mehr Informationen und Aufgaben zu Definitionsmenge und Wertemenge sind in den

Blattern von US 1 vorhanden.

Herausfinden, dass eine Zuordnung eine Funktion ist:
Jedes x hat hochstens einen y-Wert, niemals mehrere! (sonst ist es nicht eindeutig und

daher keine Funktion). Das kann man mit dem Vertikal-Linien-Test priifen.



Ubungsaufgabe: Sind das Funktionen oder keine Funktionen?

(a) /T\Fld' (b) (©

2 Injektivitat, Surjektivitat & Bijektivitat

e Injektiv (Eindeutigkeit):
Verschiedene x liefern verschiedene y.
Merksatz: Fiir jedes y (in der Wertemenge) hdchstens ein x

Beispiele: x +— € ist injektiv auf R; z — 22 ist auf R nicht injektiv (aber z. B. auf
[0, 00) schon).

e Surjektiv (Vollstédndigkeit):
Jedes y im Zielbereich wird getroffen.
Merksatz: Fiir jedes y mindestens ein x
Beispiele: x — sinx ist surjektiv auf [—1,1]; x +— e” ist nicht surjektiv auf R (wohl
aber auf (0, 00)).

e Bijektiv (eins-zu-eins auf den Zielbereich):
Injektiv und surjektiv = Fiir jedes y genau ein z
Konsequenz: Es existiert eine Umkehrfunktion f~! (man kann z und y ,tauschen®).

Beispiel: x — 2 ist bijektiv von R nach R.

Hinweis: (Horizontal-Linien-Test): Ein Graph istdnjektiv, wenn jede horizontale Ge-

rade ihn hochstens einmal schneidet.



Aufgaben: Injektiv, Surjektiv, Bijektiv (Eigenschaft bestimmen)

| Y y=tanz |
| ¥
_ | |
Gegeben: f:R = R, f(z) =
Eigenschaft: |V‘J"'H"V/ nicht S"‘Qd‘h"
Rid yel(0 DO) Gegeben: g : (‘—g g) — R, g(z) = tanx
/ ’ Eigenschaft: In) ckehv K SW‘JQH‘(V S S(Mvzfd"l\/
/\ y/\y': sin z
/ X A\ r/
/
Nicht )
Gegeben: h: R — [—1,1], h(z) = sinx Gegeben: j: R - R, j(z) = 22
Eigenschaft:Sw";@khU/ nicht IQ)ZM‘IV Eigenschaft: N;OM'I' SlAv"\}zl‘(H\}

Bild ye L0,69)

Einschrinken von Definitions- und Wertebereich (Beispiel sin x)

e Ohne Einschriankung:
f:R—=R, f(z) =sinx.

Figenschaft: weder injektiv noch surjektiv (Bildmenge [—1,1] C R).

e Nur Wertebereich passend wihlen:
f:R—[-1,1], f(z) =sinz.

Figenschaft: surjektiv, aber nicht injektiv (viele z liefern dasselbe y).



e Nur Definitionsbereich einschrinken:
f:[-%, %] >R, f(x) =sinz.
Hinweis: Bildmenge bleibt [—1, 1], also nicht surjektiv auf R.

e Beides passend einschridnken (Standardwahl):

f[-%, 2] — [-1,1], f(z) =sinzx.

27 2

Figenschaft: bijektiv (streng monoton steigend = injektiv; Bild = [—1,1] = sur-
jektiv).

Beispiel mit f(z) =sinx

Y

11 e G I e GO
A -’Bz/\ 1

/ N = x v / _ x \/
2 2 2 2
A T N . N Pdooooi o NS
Gegeben: f:R >R . Gegeben: [ : R — [—}, 1 .
Eigenschaft: Nl(}l/\‘l‘ mjakh\)' Eigenschaft: N]Gl/\"_ w(]@kh\?
Nicht sudyekhv Suejekhy
1Y R S
\ /. : \ /. :
A ST — VAR -
Gegeben: f : [—.g, g] — R Gegeben: | : [—g, g} — [—1,1]

Eigenschaft: lY\J@kTFN ' \ Eigenschaft: , "dd“v !a !
Nicht surjekhv Sv’\\{"}dﬂ*v } Byekhv

—> Durch geeignetes Anpassen des Definitions- und des
Wertebereichs lasst sich eine nicht bijektive Funktion

bijektiv machen.



3 Umkehrfunktionen

Ist f: D — W bijektiv, dann hat sie eine Umkehrfunktion f~!: W — D mit
f(f(x)) = x fiir alle z € D, f(f Y (y)) =y fiir alle y € W.

Dabei werden Definitions- und Wertebereich vertauscht.

Viele Funktionen f : R — R sind nicht bijektiv. Durch geeignetes Einschranken von
Definitions- und Wertebereich kann man f jedoch oft bijektiv machen. Dann existiert eine
wohldefinierte Umkehrfunktion f~1.

Beispielaufgabe: Umkehrfunktion

Gegeben sei die Funktion
f@)=In(1+2%) +1

1. Bestimme den Definitionsbereich Dy.
2. Bestimme den Wertebereich W, = f(Dy).

3. Priife kurz: Ist f: Dy — Wy injektiv? surjektiv?

4. Wihle einen sinnvollen eingeschridnkten Definitionsbereich D’ C Dy, so dass
f: D" — W' bijektiv ist. ’

5. Bestimme die Umkehrfunktion von f~!: W’ — D’ und gib ihren Definitions- und
Wertebereich an. (Hinweis: Bei der Umkehrfunktion ist Definitions- und Wertebe-

reich vertauscht)

yzln(1+x2)+1

W = Ot &> N @

920  -15 —10 -5 5 10 15 20



F(@) = Inl+A) +4

1) Defintionsherach

Nex* S0 x* >/ — " e sty oder 0 — D = R

2) Werteberaich

xX° 20— A+ 5% von 165 00 mogheh — ,V\M) ] =1 W
I (9) + 1 00?( f

\)

3) ekt ¢ Snmekhv

Nicht- ekt

Gryekhy onf Un¢

4) Svwwgl Einschromkon fur Bjetivii-
Rosther Zoeig: D' = [0,0),  W'= W = [4, 00)

5) Uleoskt, £
Y = |V\(41—X7’) + /] /"/{

e
= ¢

/7= pex® /=1
A /T
@V-4 ] = X

1) = e -4
i —

- [4/ 00)




Die moglichen Umkehrfunktionen wéren:

Positiver Zweig: f@)=In(1+2%) +1 f:]0,00) — [1,00)
f ) =Ver1 -1 f:[1,00) — [0,00)
Negativer Zweig: f@)=In(1+2%) +1 f:(=00,0] — [1,00)
)= —Ves1 -1 fil,00) — (—00,0]

Positiver Zweig und dessen Umkehrfunktion

W e Ot O I

—_

Spiegelung von Funktion und Umkehrfunktion:
Der Graph von f und der Graph von f~! sind Spiegelbilder an der Geraden y = x
(Achsenspiegelung, keine Punktspiegelung).



Ubungsaufgaben fiir die Studierenden

In diesen Kurzaufgaben sollen jeweils ein bijektiver Definitions- und Wertebereich ange-

geben und die Umkehrfunktion bestimmt werden.

—2m

—1 +

Definitionsbereich: /IQ
Wertebereich: /IQ

KY
Umkehrfunktion: X

Definitionsbereich: k

Wertebereich: /R+= l0| 00) Wertebereich: //2
Umkehrfunktion: ZX -|’/1

Umkehrfunktion: %\V\ (X,\

Y = CoS T / arecos

= X

Definitionsbereich: LO ' Tl'j
Wertebereich: [—/] | /l ]
Umkehrfunktion: 0r¢L03(X)

Definitionsbereich: MI OO)

Y= T I3 /()7’ ,,,,,,,,,,,, z | y=arctanz /ton
tonly) =—ton{arcTun (x))

(y}: X

,

Definitionsbereich: [_2/ 00\

Wertebereich: [_0\00\ Wertebereich: (
Umkehrfunktion: 1'0\“ lxl

Umkehrfunktion: X 2_ 2

Definitionsbereich: (" /e ] 0 )
- 1

AR~

arcecos (_COSIX))



4 Exkurs: Symmetrie von Funktionen

Funktionen lassen sich nach Symmetriekriterien in drei Klassen einteilen: gerade (Achsen-
symmetrie an der y-Achse), ungerade (Punktsymmetrie im Ursprung) oder keine Symme-

trie. Um Zeit zu sparen verwenden wir die Kiirzel E (even = gerade), O (odd = ungerade)
und N (none = keine Symmetrie).

Hinweis: Diese Abkirzungen sind eine vom TA (Visva Loganathan) eingefiihrte Arbeits-

notation und keine allgemein tibliche Konvention in der mathematischen Literatur.

Zum Priifen der Symmetrie bildet man stets f(=x)
e Gerade Fkt. (E): f(—x)= f(x)
e Ungerade Fkt. (O): f(—z) = —f(z)

e Keine Symmetrie (N): f(—x) erfiillt keine der beiden obigen Beziehungen

Beispiel (gerade): f(z) = 2? —1




Beispiel (ungerade): f(z) = B :134

‘ 1y
— @),
- f(—x) N 9|
-3 —9 S ™2 3
_2 1
_4 1

e = (4° - (X
flr) = =3+ X
flex) = —(XB - X

(x) = = £ J Weerede (0]

Beispiel (keine Symmetrie): f(x) = D 2" 3

~

~~~~~
-~ -
LSRN

'H“)&\: XQ + 71X _3

Keine  Sywmetne, (N




Schnellreferenz: typische Symmetrien

e Potenzfunktionen: z" ist E fiir gerades n € Z, O fiir ungerades n € Z. (Fiir

nicht-ganzzahliges n ist der Definitionsbereich i. d. R. nicht punktsymmetrisch =

keine Klassifikation.)

e Reziproke Potenzen: ™" = 1/z™ erben dieselbe Paritat wie 2" (auf R\ {0}):

gerade fiir gerades n, ungerade fiir ungerades n.

e Absolutwert: |z| ist E.

Gerade (E)

% 1/2%% (k € Np)
Konstante Zahl ¢c € R

2], [g(z) | (falls g
ungerade)

COST, seCx =
cosx

coshz = (" 4+ e7%),

sechx =

cosh x
e (mit a € R)

In|z| auf R\ {0}

Ungerade (O)

IQk—&-l’ 1/.%’2k+1

(k € Np)

sinz, tanx, cotx

CSCT = =
s x
: _ 1/ x -
sinhz = 3(e* —e™"),
tanhz, cscha = —=
sinh x
sgn x
(Vorzeichenfunktion)

arcsin x, arctan ,

arsinh z, artanh x

Keine Symmetrie (IN)

e, Inz (nur z > 0)

arccos x, arccot x (auf

Standard-

Definitionen)

arcosh  (Domain
r>1)

Linearkombinationen
mit gemischter
Paritét, z. B.

2 —3r—1

Funktionen mit nicht
punktsymmetrischem

Definitionsbereich,

z.B. /&

Hinweis: Zusammengesetzte Funktionen erben die Symmetrie oft aus den Bausteinen,

z.B. |sinz| ist E, sin? z ist E; Details stehen in den Rechen- und Verkettungsregeln.



Symmetrie (E/O/N): Rechenregeln

Kontext: Wir kombinieren zwei (Teil-)funktionen f und g zu einer neuen Funktion mit-
tels Addition, Multiplikation oder Division. Fiir diese Ubersicht geniigen die drei Félle
EoFE, EoQO, OoQO; denn es gilt schlicht £ o O = O o E. Das gilt gleichermassen fiir
Addition, Multiplikation und Division. Bei der Division f/g gilt ebenfalls noch g(x) # 0

Addition (f+g): E+E=FE E+0=N O+0=0

Multiplikation (f-g) : EvE=E E-0=0 0O-O0=FE

Division (f/g) : E/E=F E/O=0 0/O=FE
0/E=0

Hinweis. Treffen in einer Operation Funktionen der Klasse N (keine Symmetrie) auf, ist
das Ergebnis im Allgemeinen wieder N. Ausnahmen sind moglich (z. B. spezielle Kombi-

nationen, die zuféllig E oder O ergeben).

Ubung: Symmetrie klassifizieren (E/O/N)

Bestimme fiir jede Funktion, ob sie E (gerade), O (ungerade) oder N (keine Symmetrie)

ist.
1. f(x):$2+1-;—.E-\—E =B

2. f@):é: o - O

3. flz)=sinz—z = 0-0= 0
4. f(x)=cosz+x = ExD =\
5. f(z) =si’z = gin)ssmi] = 0:0=E

x:anx—-—[—s‘mx‘\ —'L=
6. flo) =t - oslk) — B

7. f(x) = arctanz - arccosz = ()

8. f(z)=MIn(lz))+2 = F+FE

1

|
= m =

9. f(x) =In(zx)+2 = N+E

10. f(z)=lz[+2 = F +() = N



Symmetrie: Verkettete Funktionen

Sei f =wov = wu(v(x)) mit dusserer Funktion u und innerer Funktion v. Die Paritit von

f ergibt sich aus der folgenden Ubersicht:

vist E vist O ovist N

u ist E E E N
uist O E O N
u ist N E N N

Kurzmerker:

Innere gerade = Gesamt gerade.

Innere ungerade = Gesamtsymmetrie folgt der dusseren.

Innere ohne Symmetrie = keine feste Symmetrie.

Ubung: Symmetrie mit Verkettung & Kombination (E/O/N)

Bestimme fiir jede Funktion, ob sie E (gerade), O (ungerade) oder N (keine Symmetrie)
ist. Achte auf den Definitionsbereich.

1.

2.

10.

11.

f@) =cos(s?) = E [lnere. 4emde)
Fle) =sin(a®) = 0 [moe & Anssere Urstrmde)

—

f(z) = arctan(sin(ﬁ)) — E “VIVW‘C %U*p\d[/\
flz) = tan Cosas smyg 0 Sll/\ °c0S =MN9€1mdL)

) z) =cosz +sin’zr =
f(z) E

_ cos(a?)

(z#0) =0 (LQS(XSPW, 47{:(1{“3«&5‘4«_)
flz) =e>® =F (Amsgm Frdt, 4)4 kene Symm&‘fn’c, aber Innee Flet ¢os(x) ﬁfmdL)

h(x] coshix]

z) =z - tan(eP®)) = wg d.h +0‘1’\( )

fla) =In(|tan(z) ) = E UVWJL Gerode] x- tne2™) = ©
arctan(z® ﬂ‘é@‘”‘_dL'

f(l’): 1_'_;_2):0 ( WU)

f(z) =sin’(cosz) = F. (S,'y\(wg(,(]] sornde  doer ouch 6. Fotenz 92::\/2@1:\)



